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DUALITATEA IN STUDIUL RECURENTELOR
OMOGRAFICE

Vasile BERINDE

Sirurile, In general. gi in particular., girurile recurante,
reprezint¥ terenul predilect al fntiia]nr incerclri creatoare ale
alavilor de liceu. Aceasta explicE numdSrul destul de mare de
probleme, legate de acest subiect, incluse in revigtele de
spacialitate. Un loc aparte in clasa acestor probleme i1 occupl
recurentele omografice, datoriti numerocaselor propriaetiti
geometrice ale functfiei omografice i multitudinea de sugestii pe
care le pot oferi acestea cercetdtorului care nu posedX
suficiente cunogtinte de matematici superiocare gi 11 stimuleazd
agtfel 1In efortul de a le dobindi. Un bun Indrumar in aceast3
directie este lucrarea (1]. prin capitolul 1. pag.1-6B8B, care
trateaz® - dupd prezentarea unor aspecte teoretice consistente,
peste programa de liceu - 9 aplicatii care acoperd o arie intinsd
din aceastl tematicl.

0 altd metodd de abordare a recurentelor omografice este
datX¥ in ([3]. pag.53.

In lucrarea de fatd¥. incercEm =% aducem inc¥ un argument la
asertiunea cX matematica, prin frumusef{ile neblnuite pe care le
ascunde, este o pursd inepuizabilld de surprize. chiar i atunci
cind este worba de cele mai binecunoscute rezultate. Sperdm ca
prin aceasta gi prin preblemele deschise de la sfirgitul lucridrii
a8 stimuldm creativitatea tinerilor cercetf@tori: elevi sau
gtudenti.

Menfionm <3 Iin expunerea metodel noastre de abordare a

recurentelor omografice nu vom face nici o referire la
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proprietdtile generale ale functiei omografice de care este
legatd, pentru a nu afecta cursivitatea i lizibilitatea lucr3rii
de c¥tre eventualii cititori. alevi de liceu.

Fe 1ing¥ noutatea gi simplitatea metodei utilizate, lucrarsa
mal are meritul de a semnala gi rezolva complet un aspect
inedit - dup3 stiinta noastr¥ - legat de recurentele omografice.

Punctul de plecare 11 congtituie o problemd datd la
Concursul de matematick., faza judetean¥. in anul 1984, de care
ne—am ocupat gi in altd¥ parte [2]. [3]:

Pl. 53 se demonstreze c¥ girul (¥a)ase. definit prin relatia

il s
':nld. I. r -;}}n- tll

egte convergent .
0 relatie de recurent8 de tipul (1) intre doi termeni
consecutivi ai unui gir se numeste omograficZ. Forma cea mai

generald a acestor relatii aste
ax_+b
al-—&_#ﬁ . A2)
unde a.b.c.deR sint constante astfel incit ad-bce0, terminologia
fiind adoptat¥ de la func{ia omografich,

_d -4

fo0- 2228

care este o nofiune fundamentalX¥ Iin geometrie prin transformarea
omograficd asociath.

Revenind la problema Fl1, facem precizarea c8 ea poate i
abordatd simplu prin metoda expusd in [2] i [3]. Odat¥ rezolvatX
problema, prin oricare dintre metode, se recomand¥ o reabordare
creatoare a ei. pornind de la observatia cd in [3]. asupra lui o
#e impun condifii mai slabe decit in Pl. i anume

xe(-m, - 2)U-£,00U(0, +)  (3)

De ce ocare aceste restrictii asupra lui Xe 8int prezente in
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anunful problemei? De ce nu putem avea de exemplu

-——3.- -—i
Hp=-5 Sau x 5 7

REspunsul este imediat. Pornind. bunicarX cu

21

s
obfinem. dupd trei pagi, x,=0, agadar x4 nu mai poate fj
calculat, cBci fractia din (1) ar avea numitorul Zero.

Agadar restringerea wvalerilor pentru termenul initial al
girului are ca scop tocmai agigurarea bunei definiri a recurentei
omografice, clci, dacX xo>0. atunci. prin inductie =& aratX¥ cX
¥n>0, pentru orice n., deci recurenta (1) este bine definit¥. ijar
In cazul conditiei (3), se verificd imediat cX, pentru " n:2, avem
b S 1

Dar apare intrebarea: intregul interval

constituie multimea valorilor neadmise pentru xg 7
Dacd nu, ocum poate fi descrisi multimea acestora?
De r¥spunsurile la aceste douX intreb8ri. pentru cazul general.
se ocupd lucrarea de fat3. fn final wvom evidentia aspecte
interesante legate de acest subiect. _

Pentru simplificarea expunerii facem observatia c3 orice
recurentfd de forma (2) poate fi redusX la o recurentd de forma

Yo ¥utay,+f=0 , (4)

prin efectuarea substitutiei

Vmex, +d
Din acest motiv, in continuare ne wvom ocupa numai de forma redus3
(4) a recurentelor omografice.

Definitia 1.
Ecuatia de gradul II

rirar+f=0, i(s)

e numegte ecuatie caracteristicl a recurentei (4),
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Vom trata separat cazul In care wecuatia caracteristicE are
r8ddcini reale de cel in care rdddcinile sint compl exe
{conjugate. clci a.pel).
1. Ecuafia caracteristic¥ are r8d8cini reale.

in acest caz o®-4p:0 gi ecuatia (5) are r&d3cini reals. fie
acestea notate cu a i b. Azadar

a=—a-b
p=ab ,

astfel cd vom considera girul (Unlnzo. definit de recurenta

Uy, U~ (A+D) u +ab=0 , nz0 , {(6)

clruia fi atagdm un alt gir., (Valnze. definit de relatia

Vo Va-laeb) v, +ab=0 , nao , (7)

numit dualul sirulul (Unlneo.

Este clar c3 dualul Iul (Valase e8te tocmai (Un)lere deci
terminologia este justificat® din punct de vedere semantic.
Pantru problema Pl, relatia (6) eate (u,=xp)

1'-.1“;‘3“5—3‘“ {*1

Ditficult3tile semnalate In legBtur¥ cu recurenta (1) are in

acest¥ transcriere urmitoarea semnificatie: dac¥ lufm startul cu

21
Rk
obtinem dupd trei explicitd¥ri us=0, care Iinlocuit in (*) ne
conduce la =3=0, imposibil.
Pentru a ugura studiul recurenfelor de forma (6) gi (V) mai facem

presupunarea cd ele 8int netriviale, adicH

&, beR* (&)
Fie
cnl
a

Avam

Teorema 1.
Firul (Un)nzo dat de (6)+(8) satisface una din uwrm¥toarele



relatii de recurentd. gi anume

3 ntur-bll *bl'.l-u!]'a: »

-
u~b+ (a-u,) c® e

pentru orice n, peEN. dac¥ a#b. respectiv

_blo+1) u,-nb*
¥ nu-(p-1)b

s (99

pentru orice n,peN. dacd a=b.

Demonstratie.
Eveam nevoie de urmd3toarea

LemX .
Dacl® girul (yn) satisface o relatie de recurentd de forma

rml-ﬂrl‘d r oz0

atunci

J.r”-{'.'r,-l-d.g ek n peN

Demonstratia lemei.
Relatia de recurent® poate fi scris¥ sub forma

P Zai &
ol 3 g8 ol E

ugor reductibild la insumare; geriind aceastd relatie pentru n
iuind valorile p. p+l,....n+p-1, gi insumind relatiile obtinute
membru cu membru obtinem, dup8 efectuarea calculelor i a
reducerilor. tocmai relatia cerutd.

Trecem acum la demonstrarea teoremsil.

Dacl exist¥ un numd3r natural m astfel ineit

u.s=b ,

iar girul (u,) satisface (6)+(B). atunci

u,=b , pentru orice neN {10]

intr-adev&r. din (6) obtinem In acest caz



=h, s.a.md , Yy=b,

deci (10) este adevEratd pentru n<m, iar pentru nim, proceddm
prin inducfie matematich.

in sceastd situafie este ugor de verificat c¥ (9). respectiv {9')
sint adevirate.

Presupunem in continuare un#b, pentru orice neN. Atunci putem
face substitufia

1
J"- ""_l:E ¥ el , tlll

care ne di. folosind (6) gi tinind seama de faptul cA avem.
datorit® conditiei (8).

usa+b , pentru orice nzl .

j.l"- 1 L 1 -_1._H£h'__.
"~ u,-b ab _, b u,b ’
arh-u,

adicl

Yo" ¥yt . 020

Folosind lema, obfinem cd

yw-c-r;.’swg 1 . npeN  (12)
F =

Dack cel, adic¥ a#b, atunci calculind suma din (12) obtinam

a
F“-E-]rj l_fb w niﬂ r

adicd tinind seama de (11).

-b+(a-w)c®
u,_,—h %I—H (u,-B) ' n, pe¥ (12

Numitorii fractiilor din (12°) gint, in conditiile in care
lucrSm noi,. intotdeauna mnenuli. Decarece numdrStorul membrului
sting este nenul. la fel trebuie =% fie gi numdrdtorul membrului

drept, i1 cum transform&rile prin intermediul c3rora am obtfinut
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relatia (12'} nu introduc nici o nedeterminare, dimn (12') rezul t§

ugor (9).
Dac¥ a=b, atumnci relatia (12) ne di

r”'fp“% [ nl F'EH #

adicE¥., tinind seama de =substituf{ia f3cutd,

_.Eu,.:- - '::_‘1”’ , m,peN, (12"

Argumentind la fel ca in celllalt caz rezultd cd., dacld (Unlnzxe
gatiasface relatiile (6)+(B), atunci operatiile prin care ocb{inem
pe (9') din (12") au toate sens. £i1 cu aceasta demonstraia aste
completh.

Observatii.

1}. Se putea folosi, tot atit de bine. substitufia

¥e= u-a’
pa baza unor argumente analoage. De altfel se poate ugor varifica
ci relatia (9) este simetric¥ in raport cu a gi b, datorit¥
simetriei in raport cu a i b a relatiei de recurent® (6):

2), Luind p=0, tecrema 1 ne furnizeazd¥ tocmai formula
termenului general al girului {ﬁnj in functie de us. care reazolvid
problemele clasice puse In legdturd cu o recurentd omografick.

3). Procedind analog obfinem

Teorema 2.
Sirul (V¥mlmzo definit de (7l+(8) matisface vna din

urmdtoarele relatii de recurentd. gi anume

= M'.r'—l} uih—rr! "

z - ice n, . 13
W vi-arib-v,)c* pantru or. peEN (13)
dacq asb, respectiv
nl“—{n*llqgi
Vor" i acv, pentru orice n,peRk, (139

dacd aerb.
Folosind acum aceste rezultate, putem demonstra ugor



Teorema 3.
Sirurile duale (UnlnEN. (vnln€N, definite de relafiile

(6)+(8)., respectiv (7)+(8). sint convergente gi
limu, , lim v, € la, b
- e

Demonstratie.

Facem demonstratia numai pentru (us)., pentru dualul s8u
fiind analocagX.
Deosebim cazurile: 1) a#b gi Z) a=b. 1) Folosim (9). Dacd up=a
sau up=b atunci up=a, respectiv u,~b, pentru orice neN. si
afirmatia este adevirati.
Dacl ucé€ia.b}, atunci

Y — a, daca I..n}:r T

=
b, daca |a|<|b|,

ceea ce rezultl direct din relatia (9).
in cazul 2) folosim formula (9') gi obtinem

lim u =b ,
N ]

atit pentru uo=b cit §i pentru ug#b. Demonstratia este completX.
DEm acum rezultatul privitor la mult{imea valorilor neadmise

pentru girurile ocmografice.

Prin multimea wvalorilor neadmise ale wunuil gir omografic wvom

tntelege multimea tuturor acelor numere a€l. care nu =e pot gési

printre termenii =%i. Aceasta inseamnd ci, dacd existd un meN.

astfel Incit

u =a ,

atunci, pentru un anumit rang k=kim). relatia (6). respectiv (7],
este imposibild.
Ancaim

Teorema 4.
Multimea valoriler neadmise pentru girul (Unlnze. definit de

relatiile (6)+{8), este cel mult numSrabilX.
Ea este format® din termenii dualului =8u (vnyase definit de

relatiile (7)+(8) gi conditia inifiald vo=0.



Demonstratie.

Dacd a#b. atunci, pe baza argumentelor din demonstratia
teoremei 1. impunind condifia ca numitorul fractiei din (12) =3
fie nenul obtinem c& .

u e ';::11’ , peN, neN* (14)
Dar membrul drept al relatiei (14) este tocmai termenul de rang
n—1 al girului (Valneo dat de relatiile (7)}+(B) 8i conditia
initiald ve=0, dupd cum se constatd Inlocuind in relatia (13).
fn cazul a=b procedd®m analog, impunind conditia ca numitorul
fractiei din (9') a8 fie nenul =1 obtinem

u‘#n-Tl b , peN, neN*, (15)

iar membrul drept al relatiei (15) este tocmai termenul de rang
n=1 al girului (Va)nzo dat de relatiile (7)+(8) 21 conditia veo=0,
fapt ce rezultd din (13'). Demonstratfia este completd.
in mod asem8nitor se demonstreazl

Teorema 3.

Multimea wvalorilor neadmise pentru girul (Va)nae definit de
relatiile (7}1+(8) este cel mult numSrabili.
Ea este formatd din termenii dualului s&u (Un)nae. definit de
relatiile (6)+(8) g1 conditia initiald ua=a+b.

Aplicatgie.

Pentru problema Pl. avem c8 dualul sirului us {(=Xn) este dat
de relatia

W,

o1 V=2V, —3=0

Avem (=2)2=4{(-3)»), deci ne gitudm in cazul deja tratat, iar a=-3,
b=-1.
Decarece a+b, obfinem

_hl'ﬂ"i—l] +aLh-v£lr:"
-y v,~a+{b-v )"

-1, pEN

i luind p=0. ve=0. rezulti cd mulfimea valorilor neadmise pentru
girul definit prin relatia (1) este .
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{ acRja=2{z1070e3%0 o)

{=1)=i_ga=l i

Pot fi obtinute acum ugor valorile neadmise. deja cunoscute, dind
Iui n primele 4 valori naturale:

e
n 0 1 2 3
% E _3 6 2
2 T 249
ecareace multimea valorilor neadmise sste situaf! !n

h} UI"%': "'g'l '

inseamnd cd am obtinut £i un rezultat nou, care poate constitui
enuntul unei probleme.
S8 se arate c¥ pentru neN”. avem
HE; 3 !_1!n+1+3mi_£
2 (-1)>i-3zm 7
Este interesanti g1 forma numerelor a: ele reprezintd,. Iin
forma ireductibilX¥. fractii. avind numitorul =i numdrdtorul
numerea naturale consecutive, alternatiwv.
Recomanddm cititorului s3 abordeze, cu ajutorul teoremelor
1-3, problemale incluse ca aplicatii im [1].
Trecem acum la tratarsa cazuluil
2. Bruatia caracteristic3i are r3d3cini complexe.

In aceast® situatie
a®-4p <0
#i #a constat¥ imediat o8 rezultatele obtinute la cazul precedent
r&min valabile. mai putin teorema 3, care are o cu totul altl

concluzie.
Femarcim ci in acest caz avem

a,b eC\R, &=b (8"

g1 putem demonstra
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Teorema 6.
Dacd existd meN™ gi kei{l.2.....2m-1} astrel incit
-
arg &=,
atunci girurile duale (Unlnze. (Valnze., definite de (0)+(8°).

respactiv (F})+{8')., sint periodice. de pericadld m.

Demonsatratis.
Avem
@ a_a . a,3. 008kE Jem (2
e [-I:I-'I' l:-ﬂ-ﬂﬂ.-bilin.}
deci

-Ej.-:na 2km+i sin 2km=1,

prin urmare

(£)™=($)" , pentru orice neN,
cesa ce dovedeste. pe baza teoremelor 1, respectiv 2 tocmal
periodicitatea girurilor duale.

Observatii.

1). Este clar acum ci&. in cazul 2. girurile duale =sint
convergente numai dac¥ sint constante;

2) . Numerocase probleme apXrute in revistele de matematici,
ce ge incadreaz¥ in tematica astudiat¥ aici., 2int formulate fie
incomplet, fie in conditii mult prea restrictive.

Rezultatele consemnate aici aratd c¥ pentru o problemd de

tipul (*) nu trebuie enuntatd nici o conditfie initial¥, aceasta
fiind intrinseca relagieil de recurentd, adicy implicit
indeplinith’.

Astfal, problema Pl ar trebui reformulatd astfel:
P2. S5 se arate c8 girul de numere reale (Xnlnze definit prin
relatia (*) este convergent.

Aplicatie.

55 se demonstreze c¥ girul (8nlnze dat prin relatia
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8,4, -28, ,+2=0 , D020,

eate periodic.
{0 extindere a problemei 2567 din R.M.T.)
Solutie. Aplicdm teorema 6.
Avem a=1l+i. b=1-1i. deci

lﬂ?l‘{q
agadar girul este periodic de periocadl 4.
Recomand®m Iin final cititorului s8 abordeze singur problemele
12390, 15728, 15222, 15896, 16081, 16171, 16250. gi 18474 din
Gazeta Matematicd. confruntind re=zultatele cu cele din ([1].
pentru a se convinge de simplitatea metodei noastre.

Hu - putem Iincheia aceast¥8 notd f¥r83 a atrage atentia
cititorului - avind ca argument rezultatele expuse — c8 atunci
cind este pus in fata unei probleme de matematicd, trebuie s& o
abordeze in mod creator. clutind si alte solutii decit cele
clasice. REsplata pentru acest efort este adesea materializat@ In
descoperirea unor rezultate interesante $i noi chiar gi acolo
unde totul pirea dinainte elucidat.

Obsarvatie.

Intrucit un sir de numere reale este o functie

:N-R,

putem privi o relatie de recurentd omograficyd (2) ca o ecuatie

functionald

. af{n) +b
£larl) = CFny+d *

astfel i este natural 53 recomanddm cititorului =8 Iincerce

abordarea acuatiei functionale

arfix) +b

£lxrd) = cFtxied *

unde f:E-F, E,.FcR este funct{ia necunoscut3. Ar putea fi regisite,

in cazul particular E=N, rezultatele din aceast¥ lucrare.
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