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DETERMINAREAR UNOR IZOMORFISME DE GRUPURI

Gheorghe BOROICA

Determinarea oric¥rui izomorfism intre grupurile (G.*) gi
(", o) presupune gisirea unei solufii a scuatieil functionale
fix*y)=fix)of(y) (V) x.y€6. In mul{imea bijectiilor de la G la TI'.

Scopul acestui articol este glisirea izomorfismului de la
problema 20778" din G.M. 5/1986 gi determinarea unor izomorf i sme
fntre anumite grupuri. izomorfisme care apar In manualul de
algebr8 de clasa a XII-a.

Vom determina izomorfismels reapective cu preasupunerea (ad.1
acestea sint functii derivabile pe domeniul lor de definitie.

Obmervatia 1. Este posibil ca derivabilitatea functiei =#
rezulte chiar din =satisfacerea ecuatiei functionale., wvezi, de
axemplu problema CE 56 din [6&].

Obgervatia 2. Este posibil. =i cerem derivabilitatea
functiei cHutate intr-un singur punct gi din satisfacerea
ecuatiei functionale, =& rezulte derivabilitatea pe tot domeniul
de definitie, vezi. de exemplu problema FD 34 din (6].

Obmervatia 3. Exist¥ ecuafii funci{ionale ale cl3ror solutii,
nu  sint. in mod necesar functii continue, cu atlit mai pulin
derivabile pe domeniul considerat: vezi de exemplu problema 197
din [5].

Se gtie c8 dac3 (G.*) gi (T'. =) gint douX grupuri i dachk
f.G-T" este un izomorfism, atunci gi funetia invers® f—1:T=G, datd
de legea f—i{pey)=f-1{u)*f-2(v)(¥) u.vel’ este tot un izomorfism.

De aceea, dacd doud¥ grupuri sint izomorfe atunci intre ele
nu existd in mod necesar un izomorfism unic (abstractie fXcind

eventual de situatia in care f=f-* gi f izomorfism de grupuri).
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Datoritd observatiel 3 vom determina in problemele care wvor
fi analizate doar acele izomorfisme care au proprietatea ol sint
functii derivabile pe domeniile considearate.

Problema 1. Fiind dat¥ corespondenta

1 I xI_ ~I, unde I_=(a,b)<R, ach,

(X, ¥) ~p (x, ¥) =xey=L2tD) Xy-dabix+y) +abla+b)

2xy-({ath) (x+y) va?+b?

58 se arate cf (lan.*) este grup abelian gi tf.h.“}#[L"J-] urnde
R.“=(o;+m)
{(Problema 20778% din G.M. 5/1986, pag.169)
Solutie, Nu insistdm asupra faptului cd (law.*) este grup.
Vom determina izomorfisme care sint derivabile pe R, .
Dacd f:(R*s. )= {lax.*) eate izomorfism atunci avem

flxy)=fix)efiy) (V) x,y>0=

wt gy L84D) £1x) £Uy) -2ab(£(x) +£(y)) vablash) (4,
2£(x) £(y) - (a+b) (£{x) +£(y)) +a?+b?

i"l"'.'l -"t]"}u

Lufim in (1) v=1 (1 este elementul neutru in grupul (R*..-))} 351
efectuind calculele obfinem identitatea:

[2f(1) ={a+bB)]-[(£{x))2=(a+h) £(x) +ab] =0
de unde deducem o

.ﬂu-%" (2)

DerivEm identitea (1) in raport cu v, ludm apoi ¥=1 i finind
apama de relatia (2) obtinem identitatea:

x-F (2) -(a-b) *=—4 F{1) [{Fix) ) -(a+b) F(x) +ab) =~
wx-F (x) - (a-b) == £F'(1) (F(x) -a) (Ffix)-b) (V)x>0=

f
=) = S £00) - S8 1)+ B (Wip0 (3) cu =R
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Notind y=f(x) ecuatia diferentiald (3) se scrie

W yogyt-sigy. o

care este o ecuatie diferentialX de +tip Ricecati. Se observi ci
yi=a 8i ya=b sint doud sclufii ale acuatiei diferentiale (4).
F3cind substitutia

=X s
¥-¥3

ecuatia difereniiald (4) se reduce la rezolvarea ecuatiel liniare

omogane in =:

£'-£ (a-b) z=0 -dE_c {a-b) dx=
x I X

=1n|z(x) |=c(a-b) Inx+1nA, A>0=
jz{x) [=AxciY cu A>0—z(x)=A'x"S, a'cR, A'w0
Pentru A'=0 obtinem z=0 gi din (5)=y=y, care este soclufie.
Deci

zix) =Alxe'®8 o~y A'el

Avem Z(1l)=A"', Dar

asb_,
ri{1)-a 2 i
F=FD b ak
2k

Deducem (¥)=—x<ta=e} jar din (5) rezultd cX

ﬂi'.b"r':{.-ﬂ

fix)= 1 4o 0a B

NotX¥m c{a-b)=a i studiem functia

o a+bx®
£z} == X€ (0 7 +oa)

_f:{:}_lfh-l]-'l"
(1+x")3

Lufm a>0 gi atunci pentru functia f avem urmdStcorul tablou de

variatie:
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Tabelul 1
- 0 + 00
£ EH‘J | & + - + +
roo |la o S

Daducem c¥ f este injectivd fiind strict crescdtoare pe (0;+m) g1
este suriectivl clci f((0:+=))=(a,b). Deci f este injectiva.
Dacid luim aeR. a>0 atunci
f; ‘-FI f -E
BT =} Lex*
egte izomorfism (6).
Analog. se demonstreaz3d c8 gi pentru o<l functia de la (6]} este
izomorfism. Pentru a=0 functia de la (&) este morfism f3r¥ a fi
izomorfism.
Obmarvatia 4. Din cele ardtate mai sus deducem c¢8 orice

izomor f i5m
fr {l:-'] -'{I“I -:'
care este o functie derivabild pe R*.., este de forma

fL:Im!iE!: cu ek, a0,
1+x"

jar orice morfism derivabil

fl{l—::""t:-;‘]
egta de forma
_l+hr'
Fix)y e cu ack

Observatia 5. R3mine ca problemi deschis¥ situatia ca
ecuatia funci{icnal® (1) =3 admitd eventual i alte solufii care
% fie functii nederivabile pe R". Fi totugi s& fie izomorfisme
de grupuri.

Observatia 6. Se putea determina un izomorfism f $i cdutind

pe f de forma unei funciii emografice (situatia cu a=1).
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Observatia 7. In legitur¥ cu ecuatia diferentiald Riccati,
aste demn de remarcat faptul <& dacE ¥i.¥a.¥a.¥Ya 8int patru
golutii distincte ale acestei ecuaiil, atunci biraportul

Y3 (2 -y, (x) ¥ (x) -, (x)
¥y (x) -y (xl * yo () -y, (x)

este constant.

DacX =e cunosc trei solufii particulare pentru ecuafia
Riccati, atunci pentru a integra aceastd ecuatie nu mai este
necesar® nici o cvadratur¥. Acest fapt este o consecin{d directd
a propriet3tii de mai sus, referitoare la biraportul a patru
golutii.

{vezi problema 65 pag.37 din [4])
Observatia 7'. Pentru a=1l. b=:Z 88 obtine problema 25.2 din [7Y].
iar izomorfismul respectiv se considerd pentru a=-1.

Problema 2. Ardtati c¥ corespondenta

{x, ¥}~ (xey) =22 {xey) | (142y)

este o lege de compozifie pe intervalul G=(-1.1), {(G. ") este grup
abelian i c8 (G,*)1=(R"..=).
(Ex.2 pag.56 i ex.24 pag.58 din (1]}
Solutie. Nu demonstr3m c¥ (G.*) este grup abelian.

Fie
£ (R, ) ~(@,») izomorfism =f{xy)=F{x)efly) (V) x,y>0=
of () = ZUELAE ) x,0 (1)

Lulm in (1) v=1 gi efectuind calculele obtinem identitatea
f{1)1(f=2(x)-1)=0 (V¥I%>0 de unde rezultd c& fi(l)=0 (2).
Derivind (1) in raport cu ¥ gi luind apoi y=1 cbiinem identitatea

e s £lx) , Fix _2£(1)
fix)=£1{1) (1-(Ffix)) ]‘ﬁ#"‘m = (V) x>0=-

gl 14E(X) 2

1+f(x Fuge 3ET LA .
-;r—.':(;}tﬂ'x: ., clelk

Dar £(1)=0 =i deci va rezulta c& c'=1, ca urmare f va fi de f orma
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I _g

x:u""ub 1

NotZm 2f'(l)=a gi analizind functia f deducem cH este bijectivi
pentru ael\{0}.
DacX aeR\{0} atunci

fix)=

Fir (I, ) ={E, =)
datd de legea

|
Fix)=2_1
(= X%l
este izomorfism. Dac¥ a=0 gtunci f este morfism f&r8 a fi
izomorfism.
Problema 3.Fie
x
Gu=( - 3 2}
31 pentru orice x.yeG fie x*y=arctg(tgx+tgy). Ardtafi cd (&, *)
este grup 51 cd (G, *)=(R. +),
(Ex.25 pag.5% din [1])
Solutie. Fie

f:{@,2)~(R,+) izomorfism =f{xey)=f(x)+f{y) (V)x, yea=
=flarctglcgx+tgy) ) =L£{x}+£ly) (Vix, yec (1)

Lulm in (1) y=0 i cobiinem f{0)=-0 (2.
DerivEm (1) in raport cu ¥ i luind apoi y=0 obfinem:

._f.E'I_-,fI.:n].-f-‘uj- f"r"‘ -f’m =/ {0) | tga) "=
1+tg’x

= (x} =.f-‘(n1 tox+c

Dar f£(0)=0 si deducem c=0, ca urmare f(x)=atgx cu a=f'(0)}.
Pentru orice ael\{0} functia f:{(G.*)-=(R,.+) datd de legea
f(x)=astgx. (VIxeG este izomorfism de grupuri.

Pentru a=0 avem morfismul f:(G.*)=(R.+), f(x)=0 (V)xeG.

Problema 4. Grupul aditiv (R.+) al numerelor reale este
izomorf cu grupul multiplicativ (R*..e) al pumerelor reale strict
pozitive,

(Ex.1 pag.53 din [1])
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Solutis. Fie
£f: (R, +}~(R,) un izomorfism =f(x+y)=Fi(x)fly) (Vix,yeR (1)

Derivim identitatea (1) in raport cu v si luind apoil y=0 oblinsm
£'(x)=f(x)}f'(0). Notd3m a=f'(0) gi avem

%ﬁ-ﬂlnfftﬂl-mlm, 20 =f(x)=c'e*™ cu el (2)

Luind y=0 obtinem identitatea f(x)(1-f{0)=0 gi pentru cX f este

bijectivd deducem c¥ f(0)=1 (3) .

Din (2) gi (3) rezultd ¢'=1 3i deci f(x)=a=x,

Pentru orice aeR\{0} functia f:(R.+)=(R"..2) datX de legea

fix}=e=> (YixelR este izomorfism de grupuri.

Pantru a=0 obtinem morfismul f:(R.+)=(R*..-). fix)=1 (YixeR.
Problema 5. Fe R se definegte legea de compozit{ie internX

Xej=x :fl-r}r‘t_'pr if"lrx’
Demonstrati cE (R.+)=(R.*).
Solutie.
(R.*) este grup comutativ cu slementul neutru e=0.
Fie
Fi(R,+)=(R.») un izomorfism =
flxsy) mfix) «fly) (Vix, yelk=
mf {xey) =L (x) 1o (£ ) T+L(y)1+E(x) )2 (V)x, yeR (1)

Ludm x=y=0 in (1) i obtinem f(0)=0 (2)
DerivE&m (1) in raport cu ¥ i luind apoi y=0 obtinem:

£x)
. =£7(0)
1+(1

Bijectivitatea lui f impune a=f"[(0)=+0 gi trecind la primitive

da Ve

In(fi{x) +/1+(f(x) ) i=ax+lnc, cH0=
= { 2) +\."1+i?ixi g

Dar f(0)=0 2i rezult¥ c=1. Deducem atunci c&
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Pentru orice ~ ael\{0} functia f:(R.+)=(R.*)  datd de legea
fix)=ahl{ax)} este izomorfism de grupuri.

Pentru a=0 functia f:(R.+)=(R.*) datd3 de legea {(x)=0 este
morfism de grupuri.

Observatia 8. Punerea problemei poate fi formulatd gi mai
general : determinarea morfismelor. in particular a
izomorfismelor. In problemele analizate au fost determinate atit
morfismele derivabile cit 51 1zomorfismele derivabile. La fiecare
problem® s-a gl=zit in plus doar morfismul nul.

Observatia 9. Problema G 7B din [2] determind pentru o
aplicatie bijectivd f:G-H., unde (G.*) este grup. unicul grup
(H.0) astfel ca aplicatia f 53 fie un izomorfism de grupuri. Se
pot formula urm3toarele probleme:

I. Fiind date doud grupuri (G.*) gi (H.0) 3i o aplicatie
f:5-H, ce conditii trebuie 58 indeplineasc8® functia f pentru ca f
88 reprezinte unicul morfism (izZomorfism) de la G la H 7

IT. Ce se poate spune despre propriet8tile unei clase de
morfisme atunci cind grupurile sint date? -

Observatia 10. Unul din dezavantajele acestei metode este ca
conduce la rezolvarea unei ecuatii diferentiale care nu totdeauna
este accesibild elevilor de liceu,

Observatia 11. Derivabilitatea izomorfismelor cHutate a
permis transformarea acuatiilor functionale in ecuatii

diferentiale,.
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