29

Universitatea din Baia Mare
Lucr8rile Seminarului de creativitate matematich,
vol . 1(1991-1992), pag. 25-38B

CARACTERIZARI ALE JIRURILOR CONVERGENTE
DE NUMERE REALE CU AJUTORUL COMBINATIILOR
LINIARE A k TERMENI CONSECUTIVI AI sk1

Vasile BERINDE

Problema 6140 din Revista Matematic® a elevilor din
Timigeoara, nr.1/1987, avind urmStorul enunt:

Pl. Fie (An)nze un sir de numere reale 5i aeR. 5§ se arate
ca

lim a=a
e

dacqd gi numai dach

o (da, ~da,, v, ) =a

{autor V.Berinda)
evidentiaz¥ un aspect interesant, i1 anume echivalenta dintre
convergenta cltre numdrul a atit a girului (an) cit 51 a sirului
avind termenul general o combinatie liniar83 a trei termeni
congecutivi ai acestuia.

Abordind creator aceastd problem¥ - dup3 ce am reugit s8&8 o
rezolvim — sSe ridic¥ in mod natural Intrebarea: ce conditii
trebuie 58 indeplineascl coeficientii combinatieil liniare pentru
ca aceastd proprietate =8 aibd loc?

Faptul cB proprietatea datX¥ de problema Fl nu este specificd
combinatiilor liniare a trei termeni consecutivi este doveditd de

problema
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P2. DackX (an)nEN* este un gir de numere reale astfel fncit
Lim (&, -3 ay) =0
firw 2

53 =se demonstreze ci

lim a,=0,
B

dat¥ la Olimpiada de matematicd din U.R.5.5., 19Y7, care este
generalizat¥ in Gazeta Matematic’®. 7/1980, problema 183517 {autor
Gh. Miculeacu), unde combinatia liniard considerat3 este

'Hi“%“nl Pz,

regpactiv in [2). Aplicatia 9.1.2, pag.76-77, al c¥rei enuni este
P3. 5% se demonstreze cf

lim x =O=limix,  -bex )} =0, bE(0;1)
ap v v

in [3]) se demonstreaz® un rezultat ce extinde problema P3,
congiderind be(-1,1). 851 apdbi pe baza acestuia se rezolvd
problema P1 gi alte probleme inrudite. Vom vedea mai tirziu c¥
cerinta bei-1,1), adicE |b]<l, este maximalX¥, adic¥ rezultatul
dat in [3) este cel mai bun po=sibil (pentru cazul combinatiilor
liniare a doi termeni consecutivi ai girului}.

Deoarece problema 6141 (autor D. Mihet) din Revista
Matematici a elevilor din Timigcara, nr.1/1987, legat¥ de
problema Fl. gi lucrarea (5). trateazi o chestiune avind foarte
multe puncte comune cu demersul nostru, dar care se indepirtea=z3
in parte de specificitatea problemei noastre. In aceastd lucrare
ne propunem 585 aritZm c¥ rezultatul din [5]) poate fi adaptat
pentru a rIspunde intrebdrii ridicate de problema Pl. de fapt
pentru a rezolva urmdtoarea problemi.

Fiind dat un ir (Xn)nao de numere reale. iar (Yalaxe un gir

definit prin

?nt-bﬂlnd'blxuﬂ"" PR (% A (1),

tirde
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b,.b,, ..., bR, keN,

se cere 53 se stabileasc® In ce conditii (impuse asupra
coeficientilor ba.bi. .. .. ba. ) avem

lim x,=a = lim v =a (2)

= B

O primd informatie ne este datd de implicatia "=" care

impune

Bysby+. . . +b,=1, (3)

conditie aparent nesatisflcutd de problemele P2 51 P3 (faptul ci.
in aceste cazuri avem a=0, ascunde inerenta conditiei (3)}).
Deocamdatd, folosind rezultatul din ([3)]. putem da wun r3spuns
complet pentru k=1: echivalenta (2) are loc dacd3 bie0., bo+bi=1 gi
Jbo J< |ba .

Folosaind un rezultat din [6), extins in [5]. vom demonstra
rezultatul principal al acestei lucriri.

Teorema 1. Fie KeN* g1 bo.bi,.....bx numere reale astfe]
Incit

a) by»0;

-b]' h"’.b_;"‘i- W l’b‘.':..j'
c) Beouatia b.t*sb,  t*'+. .. +b,=0

are riddcinile de modul unitar.

In aceste conditii. dac¥ (xn)n€EN este un gir de numere reale
iar (yn)n€EN gsirul definit prin relatia (1), atunci are loc (Fr.2

Demonstratie.

Decarece in [5] nu apare condifia b}, cBci acolo nu este
luat¥ in considerare decit convergenta girurilor (xn) i (¥a). nu
gi identitatea dintre limitele lor, teocrema 1 repreazintE o
completare a rezultatului din [5].

Este clar c8 trebuie g8 demonstr¥3m doar implicatia "«" din
(2), cealaltl fiind imediath.

Pentru aceasta wvom demonstra mail intii ¢ afirmatie f3cutl
anterior, acum in urmdtcarea reformulare.

Lema 1.

Dacd (%n)n:o este un gir de numere reale iar p.geR. [p]<]|q].
astrel fncit
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PX @R, ~ (p+q) a,

gtunci
x,~a
Demonsatratia lemei.

Conditia |p|< |g| exclude posibilitatea g=0. Agadar avem g=0
implicit. Dacl p=0, lema este imediatd. Pentru p#0. punem

E =X -8
Atunci
P2y, 92, = plX,,,-8) +qix,-8) =
=pi, . +gx, - (p+q) a
deci, pe baza ipotezel
P2y +0Z,~0,

ceea ce egste echivalent cu

:,u+€gsjﬁﬂ

Putem folosi acum rezultatul din [3). cu

.-j &
P
i obfinem c&
z,~0,
adic¥ tocmai
X,+a

3i cu aceasta lema este demonstrat¥.

Observatie.

Avind in vedere scopul metodico—stiintific al acestei note,
vom prezenta - la sfirgit, pentru a nu afecta cursivitatea
demonstratiei teoremei - o alt¥ demonstratie a rezultatului
invocat din [3] si vom face citeva observatii i precizdri utile.
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Revenim acum la demonstratia teoremei. Proced&m prin
inductie dup® k. Pentru k=1, aplicind lema gi fologind conditia
b). din

lim (Box,+DyXo,) = @ = (bythy) -,

rezultd

lim x_ = a

T

Presupunam c3 proprietatea are loc pentru k=m termeni consecutivi

in combinatie liniard, adich

lim(b x +bh X, +...+b X _ =& = limx_ = &
- ==

8i o demonstrim pentru k=m+l.
Fie

BoiBys v 1 Do Bpy €R,  Bpyy*0
bytby+...+b,,, =1

Congiderim girul (Uanlm:e. definit prin

g = By 3 *B X ot - Dy, vD X,
8i fie @i, Uz.....0m+2 rHdEcinile ecuafiei

B ™ +b ... +h E+h, = 0 (4)

Dac¥ not8m cu s, functiile simetrice elementare In variabilele

ds, Am; . -« ,Fm, adicy

‘I = @y gt s r""‘.p-
-: - .j‘-:"'i- ww "‘ﬁi‘-"b'- " +‘I—1.Il'

L

¥
'. = "_‘: = m -t-f

iar cu S5, J=1.2..... m+l, functiile simetrice elementare In
variabilele a., daa.....Cm. Oms+a2. atunci considerind girul
(Zn)n2m,

By X I Ky IR E ot s s+ (1) B X,

se aratX ugor prin calcul direct cH
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By g1 ZBn = Xpugey T Mgy By X+ .+ (-1)0g x, -
~Ey1 K™ T K ¥ E X 3 ¥ o '_lj-ﬂlxﬂl =
=Xpear— By gy ) Xpg* (8@ gy 1 84 ) Xpog s+
1) (s 0,8, ,) X, +(-1) ", 0. X, =
X w1 TS Mg T I X g o s ¥ (-1} H".lﬂ.':n

Dar @i, 9a.,..,%m, Om+1 2int rEdEcinile ecuatiei (4), deci

s,-i—lrift‘;-l, J=1,2, ...,m¥1,

asadar

b F - T by,
_b'u xﬂi."'E-‘nu—i"" 5, +Exn-i

Ep Ry Ex= *

ceea ce inseamnd tocmai

i g Ey™

Prin urmare, din

]ﬁ_'u'{'bhxn""zﬁ.rnu'" . ""b-rmaj =3,
adicd
u_-~a,
rezultld

£ -
Bpsy " Bpei Tp E

Dar, pe baza conditiei ©), |Gm+1[|<1. deci aplicind lema.

p=—Om+a1 . 9=1, deducem ci

- a
" (l-my, by,
adics

(1-e,,,) b, 2,2

insa girul

ol
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((1-a,,,) b, 2.0 00

are termenul general dat printr—o combinatie liniarX¥ a m termeni

congecutivi ai giruvlui (¥plaze-
Mai mult, ecuatia atagatd acestui gir este

b, (1-a,,) (t*8t™'+8 t*+. . +(-1)"8,] =0,

ale clrei rad3cini aint numerele (reale sau complexe) a,,
Tz, ...Tm de modul subunitar. iar suma coeficientilor acestei
ecuatii este
b,(1-a_. ) [1-8+3,-...+(-1)"g ] =
by [1-8 48—, . . +({-1)™18,]=
b Dwatbat. . thy o

1

Agadar, s=int indeplinite conditiile b) gi c), i atunci,
conform ipotezel de inductie (gi anume. (3) are loc pentru k=m).

rezultd tocmai

lim x =
lim x,=a

In concluzie. potrivit principiului inductiei matematice,
proprietatea din enuntul teoremei are loc pentru orice keR*.
Demonatratia este completd.

Observatfii.

1). Conditia c) din tecrema 1 nu poate fi =13bitd, dupd cum
arat¥ exempliul 1:

2). Htilitatea teocremei 1 este ilustrat¥ atit de problema Pl
g1 celelalte fnrudite cit gi de exemplul 2.

3}. Teate consideratiile neoastre au fost f8cute pentru cazul
in care girul de caracterizare, (Yninzo. @8te definit ca o
combinatie liniar® a Kk termeni consecutivi ai girului (Xn)nzo.
unde k sate conatant.

Inss problema ridicat® de noi are s=sens gi pentru cazul in
care Kk nu este constant dupd ocum ne sugereazd binecunoscubtul

rezultat

X 4K . . v

T

A e - - a,
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pituatie In care formularea ei poate fi datd astfel .
Fie (%,) un gir de numere reale., (knlnEN un gir de numere
naturale, dat, gi (ba)a€EN un gir de numere reale. iar (vn)neEN un

gir definit prin
¥a = Mﬂ*‘hﬂxﬂd"'***‘ht.xnht_f nx0

55 se determine in ce conditii asupra sirurilor (kn)neN si
(bn)neEN are loc (2).
Putem considera c8 teorema 1 este un rdspuns la aceastd noul
problemd, cind

k,=k {comnstant), mnzl

gi
b.=0, pentru nmk

LEsEm pe seama cititorului abordarea acestel problems .

Examplul 1.

Sirurile (%n)nzo. (¥Yan)laze definite prin

Bnar ™1, Xypa®m2, X,.,"3, X,,=0, 020,

respectiv prin

¥.=£, 0z,

8int legate Intre ele prin relatia

wXa 2

3 . Dz0,

¥n

agadar, cu notatiile adoptate in aceastd lucrare, avem
1 1
k=2, B=%, by=0, by=3

Conditiile a) 81 b) din teorema 1 sint Indeplinite dar ecuatia

1 1

—:_-
i T
are r8dicinile de modul unitar (i nu subunitar cum cere
conditia c)).

Datoritd acestui fapt., girul (xn) este divergent, cu toate
cd3 girul (yn) este convergent (fiind girul constant 2.
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Exemplul 2.
Fie (Un)lnza un gir de numere reale iar (Valnea Sirul definit
prin
v tat2l

5% se arate c3

lim u,=a = lim v, =a
- Ares

Solutie.
Se aplicd teorema 1, pentru
k=1, 'hl-"l ] ~l7':'3
3 a
Recomand¥m cititorului =% incerce o abordare directd a acesteil
probleme .
Observatie.

Pentru problema FPl. R.M.T. nu a mai publicat solutia
{autorului) datorit¥ faptului c¥ lucrarea [3] acoperea i aceastd
problem8. Din acest motiv, pe de o parte, iar pe de altd parte,
pentru a ar&ta c8, degi problemele Pl gi P2 (respectiv P3) sint
cazuri particulare ale teoremei 1. totugi autorul prﬂblﬁﬁ&i Fl nu
a obtinut-o incercind 53 extindi® problema P2 la cazul a trei
termeni consecutivi, ci altfel, din aceste motive deci, gi avind
totodatd in wvedere scopul metodic al acestei lucrdri. prezentdm
in continuware, Iintr—o form3 ugor generalizatd. solutia
problemelor 6140 i 6141 din R.M.T. nr.1/1987. Ea este datd de

Teorema 2.
Fie (Xn)nzo un gir de numere reale gi be(l, w). Atunci

lim x, =& (5)

dacq i numai dacd

1im(bu_, -2bu,, +u) =(b-1)%a  (6)
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Demonetratie.

Este nevoie s¥ demonstr&m doar implicatia (6)=(5).

Pantru aceasta definim girul (Za)aze Prin

l. Ly Iﬂ-"nb.L;'xﬂ-l‘ .I'Iil.- IT]

L]

1

=1

(considerarea girurilor definite prin relatii de forma (7) nu este

artificiall. Sirul (®ala=1. dat prin

Iﬂ - iﬂi——ui-'—l-....# ln’
Gy ©a Ca

satisface relatia de recurentX

1'“‘&'?;:35da na2,

a @& vedea [1],. problema 1.139%, precum gi problema
B/1985. autor V. Berinde).
Relatia (7) poate fi scris8 sub forma

box b1 bo
8
n+l TS Sl i
Scriem relatia pentru wvalorile 1.2,....n0 ale lui n,

toate aceste relatii. Obtinem

PO . L TR

hn

unde am notat
b |
bk
%= L A

Calcul3m

lim x,
==

aplicind lema Stolzg—Césaro (2]. NotSm

0:44%9, G.M.

apcoi adundm
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a, ={n+1)8,, b, =b?®

Decarece arl, avident bp=+x.

Dacd existd limita

1 e Wl -m,
o= 1 %n
atunci gi
lim x_
-
exist¥, gi
lim x, = m,
-

Dar, efectuind calculele. obtinem cX

a8, BT, 45,
b:q.q._bn- !‘.b-].].b.

gi mai apliclm incE o datd Stolz-Césaro,. notind

a, = bPig  +g3, ,
b = (b-1)b*®

Agadar. dac8 existd limita

! —
1 '!..nl-:l..l

g .

atunci

Efectuind calculele obtfinem

f
Boa®a 1 _(pix . -abx. +x,)
e = A e

Agadar, cum prin ipote=z3

lim{b*x,, ,-2bx,,  +Xx,) = &
-
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rezultd cd

cesa ce Insemneazd cd mz=a, deci 91 may=a, adich

lim x, = &,
n—=

81 cu aceasta demonstrafia este completd.

Observafie.

Pentru b=2, din teorema 2 obiinem problema 6140, jiar pentru
b=-2 gi a=1. problema 6141 din R.M.T.

Punind

-i;, cu belo,1),

in loe de b, din teorema 2 obtinem cX, pentru bei0.,1).

lim x, = a = limix_,,-2bx,,,+b®x,) = {b-1)%a
I -

DEm acum ¢ demonatratie a Teoremei 1 din [3], diferitd de
cea din [1] gi [3], urmind in esent¥ demonstratia teoremel 2.
Enuntul este dat de

Teorema 3.

DacX be(0.1), iar (Xn)lnze un gir de numere reale, atunci
Lim x, = 0 = limix, -bx,) = 0

Demonstratia.

Fie (Zn)nzo girul definit prin

zq = -In'!.-mui nzl ’-.i "'} = .r-

Relatia anteriocard se scrie, punind
c = %}1, oix, . = oo v ™E,,

gi urmind calea indicat¥8 in demonstrafia tecremei Z, ob{inem,

punind dupd efectuarea calculelor
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o+l i 1
Ay = Py Eg+ H‘l*g,.,‘:l*"‘*%‘u—:l*‘n—ll

adicd, scris sub forml de fractie

unde de aceas=tid dath
S, = (e+l) gyeciz stz . . 4002

Fentru a calcula

lim x,

T

apliclm Stolz—Césaro. Agadar
1im xﬂ-],miﬁjl .
L= = I:"ﬂ'*-'ﬂn

dacd limita din membrul drept existd.
Dar, efectuind calculele, sea obtine c3

Fpn—8y _ CE, | Xy,—bo,

oml_pm o=1 1=k '
agadar
" Kney ~BX,
s

gi cu aceasta demonstratia este completX.

Observatie.
Este ugor de observat c¥ de fapt noi am demonstrat un

rezultat mai general $i anume :

Teorama 4.
Dacl bej0, 1), atunciy

limx, = a = 1lim(x,  —-bor,) = (1-b)a

Intru totul asemdndtor putem demonstra lema din [5). considerind

beC, |b|<1 i (%Xa) un gir de numere complexe.
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