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FOLIGOANE CU ACELASI CENTRU DE GREUTATE

Nicolae MUSURCIA

Multe probleme de geometrie cer studierea unor figuri
geomatrice obfinute din constructia pe laturile unor poligoane a
unor triunghiuri particulare. In aceastd not¥ ne vom ocupa de
problema coincideniel centrelor de greutate ale unor astfel de
poligoana.

Abordarea acestor tipuri de probleme in G.M., dar gi in alte
lucrdri. s=se face 1in special bazindu-se pe metoda wvectoriall,
metodd care are o pondere destul de redus¥ in programa actualX de
liceu. Prezentdm un rezultat simplu care se bazeaz¥ pe utilizarea
numerelor complexe in geometrie. rezultat ce parmite rezolvarsa
unitard a problemelor de acest tip.

Observatie. Pentru simplitatea scrierii, vom nota in cele ce
urmeazd cu litere mari punctele din planul complex g1 cu literele
mici corespunz3toare afixeles lor.

Amintim citeva rezultate pe care le vom utiliza pe parcurs.

| Definitie ([2]. pag.8). Centrul de greutate G al
poligonuluib Az, . . An., n23d, are arfixul -

L tagt. . ay
o= n

2. Propozitie ([4]. pag.13).Conditia necesar® gi suficientd
ca pumerele complexe a b c =58 fie afixele virfurilor unul
triunghi echilateral este ca:

ai+bhisoi=gh+beroa
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Demonstratie
Triunghiul ABC fiind echilateral awvem

(AB)m (BCY=(CA) =51

m{ AABC) =m{ ABCA) =m{ ACAB)
Daci
|b-a|=|c-b|=ja-c|
gi
i~ T s =
Atunci:
ab_bc
c=bh a-g
adica
a*+b*rci=abrboroa
Reciproc, relatia dat¥ este echivalenti cu
(a-bB) 3+ (b—c)?+(c-a)?=0
Not3m
a-bpmg, , b-c=g,, Jo-d=g,
Daci

zi+zlezl=0

gl In plus Zy+Zatzax=0.
Printr—un calecul aimplu s& obtine

’1?":"1! ':':-I.'I.:!I.l -"1“31*‘.1
g1 in final
Zy =2y =2y

Deci |zif=)za|=|za]|. sau |a=b|=|b—c|=|c-a].
in concluzie (AB)=(BC)=(CA), deci ABC este triunghi echilateral.
3, Conmecint¥ ([2). pag.l1l). Triunghiul ABC este echilateral

dac¥ gi numai dacq afixele virfurilor lor verificd relatia:
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azl+hz+o=0

ifn orice ordine am fua virfurile, unde gz este ¢ riddicind compiexd
de ordinul trei a unitdfii.

Demonetratis. Avem relafia:

a'+birci-ab-ac-bo=(aei+be+c) (aerbei+c)

unde g2=1. Folosind propozitia 2 i finind cont de faptul cd
oerdinea virfuriler nu conteaz¥ (AABC este echilateral = ABAC este
echilateral),. obiinem concluzia.

4. Teorema {[ﬁ!, pag.7). Poligoansle AiAa...An gi
BiBa...Bn.n23 au acelasi centru de greutate dacd §1 numal dack

i; (b,-a,) =0

Demonstratie. Fie G,. G2 centrele de greutate ale celor doud

poligoane, de afixe gy respectiv g=. Deci:
a I

W.L'; a; &1 ng 'E by
=1 =

Atunci: G,=Gz = ngi=ngz. adick

2 (a,-b,) =0

Prezent®m citeva aplicatii ale acestei teoreme.

Aplicatia 1. Pe laturile patrulaterului convex ABCD se
construiesc in exterior triunghiurile echilaterale AEM, BCN. CDF.
DAD. S8 =e arate c¥ patrulaterele ABCD gi MNPQ au acelagi centru
de greutate.

(M. Burtea. 0.400, G.M. 3/1984)
Damonstratie vectorial¥. (R.M.T. 1-1985)
Fie G centrul de greutate al patrulaterului ABCD. Avem

A+ OB+ I+ 8D=0 (1)
o = TA+AR-CE+HR
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Atunci

m—% (EA+3B) +MM,

unde M' este mijlocul segmentului (AB). Analog

m—% (3B+T0) +N,
m—% (T0+TD) + PP
m-% (TA+TD) +D0

unde N'.P'.0' sint respectiv mijloacele segmentelor (BC),
{CDh), (DA). Folosgind (1) rezulta

T TN OP+ =N M+ N N+ PP+ 00 (2)

Cum triunghiurile ABM, BCN. CDP gi DAQ sint asemensa, rezultd cd
(M'M}, (N'N), (P'P}, (Q'0Q) s=int proportionale cu (AB}. (BC).
(CD). (DAY iar vectorii

Nx, NN, PP, 00
sint perpendiculari pe AB. BC. CD. DA. Evident
AB+FC+ DD+ DA=T

Agezdm vectorii

AB, BC, TD, DA

en originea intr-un punct O, Suma lor r¥mine nuld. Rotind fiecare
wvector cu un unghi drept in acelagi =ens de rotire cu cel necesar
pentru rotirea lui M'B in jurul lui M' astfel incit acesta s se
suprapund peste M'M, suma vectorilor ob{inuti dupd rotire rimine

0. inmultim fiecare vector respectiv cu

Jﬂf NN pr_ﬂ

.—-—-

Se obtin wvectorii achivalenti cu

ﬂ] ﬂl -FJPJ ﬂ‘rﬂ

quma lor este nuld, deci din (2), G este centrul de greutate al

patrulaterului MNPQ.
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Demonstratie cu ajutorul numerelor complexe.
Triunghiurile ABM. BCN. DP., DAGQ fiind echilaterale, folosind
consecinta 3, avem:
m=-at-be’
n=-bg-cg’

p=-ce~de”
g=—de -as?

unds

t2+e+1=0

Adunind aceste relafii ob{inem: m+n+p+g=a+b+c+d.
Din teorema 4 ob{inem cd patrulaterele MNPQ gi ABCD au acelasi
centru de greutate.

Obgarvatie. 58 remarcim simplitatea 5i eleganfa acestei
demonstratii. In comparatie cu cea vectoriald care este mult mai
laborioas¥ 8i care necesitd multd experient® In conducerea
calculului vectorial.

Aplicatia 2 (Teorema Torricelli,(2]). Construim exterior
{interior}) trei triunghiuri echilaterale pe laturile T ITH
triunghi ABC:; fie I,.J.K wirfurile lor. Atunci:

a) Triunghiurile ABC, IJE au acelagi centru de greutate .

b) Centrele U V. W ale triunghiurilor echilaterale formeaz3
un triunghi echilateral. de centru &,

Demonsetrafie.

al Awem

begoeeii=l
crea+e® =0
a+eb+eik=0

Adunind aceste relatii obtinem

a+b+o=1i+j+k, deoaresce

el+g+1=0

b
U+ ¥+

btoc+l  a+ce]  a+bek
% * % 3 a+b+c ,
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deci triunghiul UVK are acelagsi centru de greutate ca 8i aABC.
S5e arati c8

u+ev+wsD,

deci aUVW este echilateral.

Rezultatele acestor aplicatii §i a altora de acest gen pot
fi generalizate.

5. Teorsm¥ ([1]. pag.70). DacE pe laturile poligonuiui
AiAz...An., n23, s=e construlesc In exterior (spre Interior)
triunghiurile ASemenasn ab By As~aAlaBala~. . ~ARAnnfa. atunci
poligoanele BRiha. . .An §1 BaBz. .. Bn au acelagi r:."ﬂﬂtr‘L_.l de greutate.

Demonatratie. Din asemdnarea triunghiurileor avem

AD AN A,
AR, AA, A,

mABAA)=m(ABAA=. .. =m{ABAA)=a

Fie
e=r{cosa+isina)
Atunci:
b,=a,+ela, -a,), k=I.8, cu a,.=a,
Deci

E (b, -a,) .lg (8, -a,) =0,

adicid cele doul poligoane au acelagi centru de greutate.

Observatie. Concluziile aplicatiilor 1} gi 2) rEmin
adevErate dac¥ construim in exterior (interior) triunghiuri
asemenea, la fel orientate (virfurile triunghiurilor sinl notate
in acelagi sens de rotatie).

Aplicatia 3. Fie ABC un triunghi dat. Se rotesc laturile AB,
BC, CA cu acelagi unghi (toate spre exterior mau spre interior)
in jurul virfuriler A, B respectiv C gi se obfin pozitiile AB'.
BC', CA'. 5% se demonstreze c¥ aMBC g1 aA'B'C' au acelagl centru
de greutate. ([3]. pag.134)



45

Demonstratie. Triunghiurile ABB'. BCC', CAA' sint asemenea,
deci sintem in condif{iile teoremei 5.

Aplicatia 4. Fie aABC iar M.N.P mijloacele laturilor AB. BC,
CA. Pe mediatoaresle segmentelor AB, BC, CA se consider® 1in
interiorul triunghiului punctelea C', A' respectiv B', astfeal
incit

Mol _NA'_ PB
AB  BC AC

5% se demonstreze c8 triunghiurile ABC gi A'B'C' au acelagi
centru de greutate. (CElin Stef8nescu, C€.1152, G.M. 7/19%91)

Demonstratie. Triunghiurile AC'B, BA'C, CB'A sint isoscele
2i asemenea. Aplic3m teorema 3.

in incheiere propunem citeva probleme susceptibile de a fi
rezolvate prin metoda indicat¥®.

1y Fie ACV, BAW. CBU, triunghiuri echilaterale construite
apre exteriorul triunghiului oarecare ABC., 53 =e arate c¥
centrele de greutate ale triunghiurilor VWA, WBU, UCV, CAV. BAW,
CBU sint virfurile unui hexagon regulat cu centrul in centrul de
greutate al triunghiului ABC.

iI. Hadirch, 19745, G.M. 6/1983)

2). Unind mijloacele unui poligon convex cu 2n virfuri, din
douX in doul obtinem dou¥ poligoane. 53 se arate cd centrele lor
de greutate coincid.

{Pentru n=3 se obtine problema adm. Lotul Olimpic 1984, G.M.
4/1985) .

3). Laturile unui poligon convex AzAz...An, nNid 8e impart in
acelagi sens, de la Ay spre Az, de la Az spre Ba,.... de la An
spre A in acelasi raport prin punctele da diviziune
By.Ba.....Bn. S8 se arate c¥ poligoanele A Ax>...An g1 EL.E;-.-BH
au acelasi centru de greutate.

(Pentru n=3 reg¥sim teorema lui Pappus. [3]. pag.143})

4). 955 se arate c3 pentru orice punct M de pe cercul
circumscris triunghiului ABC, diferit de wvirfurile triunghiului,
centrul de greutate al triunghiului format de centrele cercurilor
lui Euler ale triunghiurilor MAB, MBC, MCA pu poate coincide cu

centrul de greutate al triunghiului ABC.
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