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ASUPRA REZOLVARII UNOR ECUATII
FUNCTIONALE IN MULTIMEA FUNCTIILOR REALE CONTINUE

Maria 5. POP gi Dana BOTORCE

In sensul cel mai larg. prin ecuafie functicnald se infelege
o relatie matematic¥ in care apar una sau mail multe funcfii
necunoscute care se cer a fi determinate. Acest mod de a defini o
ecuatie functional® are neajunsul c8 Inglobeaz® prea multe tipuri
de ecuatii precum cele diferenfiale., cu derivate partiale,.
integrale, integro-diferentiale. De aceea. problema se restringe
uneori la determinarea unor multimi particulare de solutii. cum
ar fi de exemplu multimea functiilor mArginite, =au monotone, ori
continue, sau derivabile. etc.

Prezent&m mai Jjos doud tipuri remarcabile de ecuatii
functionale pentru care se cer solutii in muiltimea C(Rl a
functiilor continue pe multimea numerelor reale: ecuatia luil
Cauchy (1821) gi ecuatia fef=g in care g este o functie datd 1iar
f eate o functie necunoscutd. Alegerea acestor tipuri este
justificat¥ atit de forma lor elegant¥., cit $i de faptul <3 un
num3r mare de probleme apirute in ultimwl timp In Gazeta
matematic%. alte reviate str¥3ine sau date la diferite concursuri,
olimpiade sint reductibile la ele.

Definitie [4): Numim ecuatie funcfionald, o problem de
urmdtorul £ip:

Dindu-se dou§ mulfimi de functii reale gi aplicajiile
F.G:X=Y. 5% s5e determine Iin extensie {(deci enumerind cbiectele

ei), multimea S definitd In abstraciie prin

S=lfex/F{f)y=a6(0}

Vom nota simbolic o ecuatie prin
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Fify=G(f); feX

Un element feS se npumeste solutie a ecuatiei, iar mulf{imea
S, multimea solufiilor ecuatiei.

Froblemele care se studiazd in teoria ecuatiilor functionale
sint urmditocarele:

1" determinarea efectivd a elementelor lui 5 Bau
axplicitarea la maximum a mulfimii 35:

2" In ce conditii 5# (deci teoreme de existenid a
golutiilor scuatiei):

3" in ce condifii S=if} (deci teorems de existentd =i
unicitate);

4% in ce conditii card 51 (teoreme de unicitate):

37 indicarea unor metode de aproximare a solutiilor.
I. Ecuatia lui Cauchy.

5% ze determine reCiR] astfel fncit

Fix+y) =Fix) +£{y) V x,velk (1)

Solutie. Observdm mai intii cd pentru y=0 din (1) rezultid
f{(0)=0, iar pentru y=-x deducem f(-x)=-f(x). adic¥ f este impard.

Intrucit T(2)=f(1)+f{1)=2Ff(11. presupunind E{k)=Kkf(l)
rezult’ c8 Fik+1)=f(R)+E(1)=KE(L)+E(1)=(R+1DE(1), ceea o
demonstreazd c¥ f(n)=nf{l) pentru orice neN.

Tinind seama de imparitatea lui f avem

Fix)sxri{l), ¥ xck
De agemenea, deoarecsa
e s 1y d Ayl
flll.fiu+--- n} fEn}+‘:;+f{n} ﬂf{n]r

e -\‘r 1 .
7 o n o

avem

ﬂ—;: -inft:u pentru orice neN",

Fie x rational strict pozitiv, deci

xhig unde m,neN*
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Prin inductie se demonstreazi ci

= ]
I{n]!lf{n]

de unde rezultX® c8

i i
f{;‘l "Ef{il ¥

g1 prin urmare

Filxy=xf{1) ¥ x&p

DacX xaeR\Q., atunci exist® girul de numere raticnale

[xn}nfﬁ; xﬂmp ﬁatfﬁl incit Hn=¥Eo .
Din continuitatea lui f in Xeo rezultl

£(x,) =Lim £(x) =1im f{:,llﬂli__- X, F{1) =, £(1)

Not ind a=f(1) deducem multimea solufiilor § ale ecuatiei
(1).
S=lf/f(x) =ax; ¥ xch; ackl (3}
Observatii: 1. In problema precedentX® era suficient s se
presupund continuitatea lua f in x=0, deocarece din ecuatia (1)
rezultd continuitatea lui f In orice Xe real.

Intr-adevir. pentru orice gir {¥nl.EN Xn=xo. decarece

%n-Xo=D. din continuitatea lui f in x=0 gi f(0)=0 rezultld

0=£(0) wlim £(x) =1im Fix, -x,) %21 4m £ix,)+
-l-f{--_;‘.'] =1lim f{.l'_'] '-f‘-.l.'u.'l

de unde

lim fix,)=£{x)
e

Cum girul (x,) este carecare aceasta demonstreaz8 cd

o]

deci f agte continud Iin ¥o.
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2. Functia f reprezint¥ un omomorfism al grupului aditiv al
numerelor reale in el insusi. adic¥ problema poate fi reformulatXi
astfel: "GEsiti endomorfismele grupului aditiv al numerelor
reala".

Praezentim in cont inuare unele  ecuatii functionale
reductibile la ecuatia lui Cauchy:

a) Aflati functiile feC(R) pentru care

Flaxey) =Fix) +£(y) +axy-1 VY x,yeR  (3)

{G.M. nr.2-3/1982, problema 19134%)
Solutie. Ecuatia dat¥ mai poate 1 sorisld

£laery) = (xey) 2-1=fx) -x?-1+F (¥} -y*-1

Fie functiile g.h:R-R; hix)=x3+1 gi gix)=f(x)-hi{x].
Cum f.heC[R) rezultd cX geC[R) g1 =atisface ecuatia {1) a lui

Cauchy. adicl, gix)=ax. de unde
g=lf/ fix) =xtvax+l, xeR;ackl
b) Determinati feC(R) astfel Incit
Flx+y) =e *Fly) v Frix), ¥ x, yeR (4)

{(G.M. nr.4/1982, problema 19194*) ,
Solutie. Impdrtind ambii membri ai ecuatiei (4) prin =

obt inem

Lixey)  filx)  Fly)
a='r a¥

EI
cesa ce conduce la ecuatia lui Cauchy pentru

g:-R; gix) -%

gi multimea solufiilor ei va fi

g=lf/fix) =axe=; xcR; ack

c) GEsiti functiile feC(R) pentru care
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fix+y) =fix) £1y) ¥ x, el (5)

Observatie: Problema poate fi reformulatd astfel:
Aflati morfismele grupului aditiv al numerelor reale Iin grupul
multiplicativ al numerelor reale pozitive.

Solutie: Decarece
£ix) -ﬂ%+§}-ﬂ<guu. rezulta ca £:R-R,
Pentru x=y=0 avem f(0)(f(0)-1)=0 adic¥ sau f(0)=0, ceea ce

implicad

flx)=Lix+0)=F£({x) £{0) =0 V xck

gau f(0)=1. In acest caz

fixy>o ¥ xRk

gi deci existd g=lognf unde be(0.®)-{1}. Intrucit logaritmind 1In

baza b ambii membrii ai ecuatiei (5) ob{inem

glx+y) =sgix) +giy) ;

cu aolutiile de forma

deducem c8

Fix) =h#® ape*

unde c=h= sau

g=lffFix)=c*; cel0,m)}

d) SE se determine functiile feC(R); f(ll=e+l pentru care

Fla+y) =F(x) £(¥) -xF (y) -¥F{x) v2p+xey ¥V x;veR {6)

Solutie: Intrucit ecuatia (6) se mai scrie sub forma

£laey) - (X = (£(2) -x) (£03) -7,

aa ge reduce la ecuatia (5) pentru gi{x)=f(x)-x de urcde
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Fix)=x+c* unde cel(0,6w)

Din f(l)=e+l rezultd c=e, adicd ecuatia (6) are sclutia unicd

s=If:R~-R; fix)=x+es
e) Determinati funci;iilﬁ feC(R) cu proprietatea

v KU i
= X-8

pentru care avem

(x-a) (y-a) flx+y) ={x+y-a) Fix) £{y) ¥ x,yelk {7)

Solutie: Fie

Fix) ik

X-a
g:R-R; gix)=

e X=8

Deocarece geC(R), ecuatia (7) devine gix)gly)=gix+y) cu solutia
gix)=c*, Din gla)-e= deducem ci c=& adicd

S<f/Fix)=(x-a)e*, xcB)

f1 53 se determine functiile centinue f:IN{-1,1}-R care

gsatisfac ecuatia
o f [ KLY
Fix) +£(y) ﬂ1+;y} (&)
pentru orice x,yeR\{-1.1} pentru care l+xye0.
Solutie: Fie aplicafia

g:/R-RN-1,1) gt =21
e +l

Se verificld ugor c¥ g este bijectivd i inversa sa este

=1 n -1 ¥ 3 d+x
gt :B\-1,1-R; g ix) =S 1n| =0

Totodat® oricare ar fi x,.yeRv{-1.1} existd u,veR astfel iIncit
x=giu) gi y=gi(v) iar 1+glulgiv)=1+xye0,
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Intrucit

urveg lix) +g 2 (y) == ln[ '.'I— |

g1

5
glu+v) Texy '

ecuatia (B) =& poate scrie

(fog) (u) +{fog) (V) ={Log) (usv] V u, velk

Tinind cont cX functia f=g este continul, rezolvarea el

revine la aceesa a ecuatiei lui Cauchy (1) cu solutiile

ifog) (u)=au V ucR, ach
g2i

£(x) =ag*(x) =2 1n| 12X 1*‘

adicl

S=l£/ £ () =2 1) 1”‘;; ael; (V) xek {-1,1}}

Indic8m cititorului ca exercitiu 238 Incerce construlrea
altor ecuatii functionale reductibile la ecuatia luil Cauchy.

11. in continuare ne vom opri asupra ecuatiei functionale

fof=g (9)

in care g este o functie reald datd iar f funcf{ia necuncscut¥.
Spre deosebire de ecuatia lui Cauchy nu se cuncagte o condifie
necesard =i suficientd pe care trebuie s¥ o satisfac¥ functia g.
pentru ca ecuatia (9) =8 aibl solutii §i chiar dac¥3 are solutii
lipgeste o metodd generald de rezolvare a ei. Totugi. numirul
mare de cazuri particulare ale acestei ecuatii apdrute In Gazeta
Matematicd gi la diferite concursuri, impune abordarea 51 a
acestui tip de ecuatii. in cele ce urmeazd rezumindu-ne doar la
citeva astfel de probleme.

1* Fie aeR si neN. Demonstrati c¥ existd functii continue
f:R-R astfel Incit
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{Fof) (x) =ax® WV xeR (10)

dac® gi numai dacl® a=>0.

Solutie: FPentru a=0. functia identic nuld wverificd conditia
din enuni .

Distingem urmitocarele cazuri in functie de semnul lui a gi
paritatea lui n:

1* pentru a*0 gi n par functia

i
F:R-R; fix)=a Vil |x|¥F

aste continui gi verificd ecuatia (9});
2" pentru a>0 gi n impar. functia f:R-R;

o o
av®li B daca x20
Fix)m

i
—a vl (x)v®  daca x<0

continuX pe R, verificKk de asemenea ecuafia (9) pentru orice X

real;
3* pentru a<0 gi n par se verificH functiile feC[R]

1
£ (x) = (~a) VI |x|vE

aint solutii ale ecuatiei (9).

4* pentru a<0 gi n impar wvom demonstra c¥ mulfimea
golutiilor ecuatiei (9) este multimea vidX.
intr-adevdr, dac& prin absurd existd feC[R] astfel incit

(Fof) (x) =ax”®,

cum gi{x)=ax™ @ injectivl gi strict descrescltoare (a<0) rezultl
c8 g8i f e injectivd gi continu¥, deci strict monotond i deci fef
aste strict crescitoare. adic¥ g este strict crescdtoare. cesea ce
contrazice ipoteza.

Sintetizind, IfeC(R] astfel incit f & solufie a ecuatiei (9)
dac¥ i numai dacl3 amz0.

Aceast¥ problem® conduce firesc la urmdtoarea rntrahﬁrﬂ:
existd feCiRl i a<0 astfel incit
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{fof) (x) =ax®™>! (V) xeR, neN ?

in (1] =se d5 un r¥spuns afirmativ acestei probleme in cazul
particular a=-1.
ExistX f:R-R astfel incit

(for) (x) m=pdmri

dac¥ gi numai dacd n=0.
2. 58 se determine toate functiile derivabile f:R=-R, feC:[R]
care sint golutii ale ecuafiei

fof={f {11}

Solutie. Fie f:R-R derivabild pe R, astfel incit fef=f =i
I=Imf. Pentru orice veél existd xeR astfel Incit fix)=y. adici

y=F(x) =22 0L {fof) () =f(y), deci f(¥)=y (¥) yeI

Dac¥ intervalul F se reduce la un punct, atunci f e constantd pe
R. Dac¥ f nu & constantd deci f"(x)#0, atunci fiind derivabild,
este continud gi deci intervalul I nu se reduce la un punct.

Fie a=infl deci aifi(x) ¥V xeR gi B=supl adicd B2f(x). V xek.

Din continuitatea lui f i faptul cl.pentru orice &l avem f(X)=Xx
rezulth

fla)=lim fix)=lim x=a
F F i

Dar a<f(x) pentru orice x&R deci fla)if(x) 81 a & punct de punct
de minim al functiei f. Dacl a e interior lui R atunci f'({a)=0 gi
cum din (11) 8i derivabilitate deducem c¥8 f'(x)=1 sau f'(x}=0
avem

O=f{m) -.lri_..l fix) -1'1_- 1=1

ceea ce este fals.

Contradictia provine de la faptul cd a s—a presupus interior lui
R. deci a=—o. Analog se demonstreazd cd f-o, deci Imf=(-m @) gi
cum f'i(x)e{0.1}. mingurele functii feC*[R)] pentru care fef=f aint

functiile constante gi functiia identicd. f(x)=x.
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Propunem c¢ititorului studierea existenfel solufiiler gi a
altor ecuatii de tipul (9} obfinute prin particularizarea
functiei g. Pentru alte exemple ce se Incadreazd® In acest tip
indic8&m lucrarea [1].

I11I. in incheiere prezent&m incd doud ecuatii functionale
rezolvabile in multimea C[R]. interesante prin punerea in
evidentd a unor modalit3f{i variate de rezolvare.

1°* Determinati f:R-R continud In origine pentru care avem

Fix)-flax)=x (V) xcR; ae(0,1) Ffi{0)=a (12)
{Marcel Chiritd [2]).

Solutie; Ecuatia (12} ne permite scrierea girului de
egalitdti

rix)-f{ax)=x

flax) -fla’x) =ax

fla™ix)-fla®x)=a"'x ,

care prin adunare membru cu membru ne d&:

Flx) -Fla®x) mx(l+a+, .. +8>1) -x%

Cum ae(d,1}) avem

lim a®=0,

==

trecind la 1imit¥® in aceastd egalitate 23i finind seama de

continuitatea lui f in origine avem

lim{a "x) =£(0) =a,
o

de unde

fix)-am=

1-a

adici

g=lf/ fix)=as—2_; a€(0,1); V xel)
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2°[2] Determinati functiile continue f:[1,.@)=N astfal fncit

x" a

fﬂl:}dt-[“:"htﬂ...+t}f-l‘t!|dt: (V) x€[1,=); neN; pe2 fixat (13)

Problema reprezintd o generalizare a unel probleme propuse
la OQlimpiada de matematicd, faza finald, im 1979 de cHtre
Panaitopol L.
> Solutie: Derivind ecuatia (13) membru cu membru obi inem

axT F{x ) =Fix) ={xTlex® 2y +x) Fx)

sau
mﬂf:x-]-:’_frm pentru xe(1,%) (14}
Fie functia g:[1.o)=-R
X lpx o
{I"l f{ﬂr pentry #Etl; ,
?i:ﬁ-l
£{1) pantruy x=1
Deoarece

1nx
lim =lim ===-f(1) =£(1}
a1 g’lI} =1 x-1 :' t o
g eate continud pe [1.«).
Mai mult din relatia (14) deducem cd g(x™)=g(x) pentru orice
X€e(l.=}), de unde
i

i ¥ =
Fix)=g(x ") ugi{x " Ju...=g(x"")

oricare ar fi keN; k:2. Trecind la 1imit3 cind k- avem

: &

gix)=lim gix * ) =g{lim x 2*) =g(1) =£(1)
- ==

pentru orice xe(l.=), de unde notind a=f(l), deducem
aix-1) xe(1,m)

F -
) a x¥=1 acRk
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