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ASUPRA UNOR ECUATII FUNCTIONALE

Dan BARBOSU

Razumat. Se wvor prezenta citeva tipuri de ecuatii funcfionale ce
generalizeaz¥ o serie de probleme propuse la concursurile de
matematic¥ pentru elevi gi respectiv probleme publicate In G.M.B.

Este cunoscut faptul cX majoritatea fenomenelor studiate de
diversele stiinte ale naturii sint descrise gi modelate matematic
cu ajutorul ecuatiiler funciionale. Cuncagterea acestor fenomens
este determinatX¥ de cuncagterea solufiiler ecuatiilor functicnale
care le modeleaz%. Din acest motiv problema rezolvirii ecuatiilor
functionale a fost dintotdeauna wuna dintre problemele centralea
ale matematicii.

Multimea in care se cautd solutiile unei ecuatii functicnale
i proprietdfile speciale ale functiilor ce intervin in ecuatie
determing o multitudine de tipuri de ecuatii functionale.

in aceast3 not® ne vom ocupa de rezolvarea unor tipuri de
ecuatii funcifionale cu o gingur¥ functie necunoscutld, presupusi

continu¥ pe un interval Hchk.

Ne ocupSm iIn primul rind de rezolvarea unor ecuatii

functionale de forma:

(1) Figix)=£fix), WJ'.!EI

in care functia necunoscutd® este f iar g:EcR-R este o functie
dat¥.
Privitor la ecuatia (1), in lucrarea [12] =e demonstreazi:
Propozitia 1: Fie g:R-R o contractie sau dilatatie. Atunci
unica solutie a ecuatiei functionale (1) este funcfia constantX
Fix)=F(x"). unde x* este unicul punct fix a lui g.
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Demonstratia propozitiei 1 face apel la binecunoscuta teoremi de

punct fix a lui Banach (vezi de aexemplu [4]1).

Mention8m in continuare citeva aplicatii ale propozitiei 1:
Aplicatia 1 [15]: Determinai functiile continue f:R~R cu

proprietatea cd:

Flx) =£( ";1}. (V) xeR

Aplicatia 2.[12]1: Determinati functiile continue f:R-R cu

proprietatea ci:

:|.+1.r" flarctan x)=Ffi{x), (V)xelR

Aplicatia 3 [B]: Fie
£:(0, +=)~R,
astfel incit

a9 =£(3%, (V)xchk

Demonstrati c& f este constantd.
in continuare vom rezolva o ecuatie funcfionalX roaductibil® la o
ecuatie functionald de forma (11.

Propozitia 2: Solutiile continue ale ecuatiei functicnale

[2) Fix)=xfix?), (VIxe[l, +=)
gint functiile
£: 11, +=) ~R, f_!x’.l-% unde a=fi{1).
Demongtrafie: Fie
g: [1, +») -R, gix)=xf{x), (FIxe(l, +m)
Atunci:

g3} =x®of (%) mx2e £ (%) = £ (x) =glx), (VIxe[1, +=)

E clar ¢ functia

h: [1, +=) =R, h(x)=x®

este o dilatatie sujectivd, avind unicul punct fix x=1.
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Conform propeozitiei 1 =e obfine:

gix)=g[h(1l)] =g{l)=1-£{1}) =£{1), (VIxc[1l, +m}
51 din cele de mai sus rezultld cH

f,{xl-f:_ -%

Observalie: FErd8 a intra in detalii de  demonstratie.
mantiondm cd ipoteza propozitiei 2 poate fi sldbitd in sensul cd
& suficient =8 =se ceard continuitatea functiei necunoscute f
Intr—un =ingur punct al domeniului de definitie {(de exemplu Iin
¥=1}), de aici rezultind continuitatea ei pe Intreg domeniul de
definitie. Aceastd observatie a fost fHcutd¥ de colegul lector

universitar Vasile BERINDE.
Utilitatea propozitiei 2 o exemplificd3m prin:

Aplicatia 4[1]: 58 se determine functiile continue

£:[1,+=)-R

ce verificl egalitatea:

x s
fﬂn:ldz=ff{r}dc. (V) xe[1, +=) , (V)keN*
L ¥

Solutgie:Pentru k=1 ecuatia enuntului devine:

= x5
[ererde=[£ierde, (VIxe(1, +=)
i X

Derivind membru cu membru ecuafia precedentd sintem condugi la
ecuatia (2). Conform propozifiei Z, unicele solufii ale acestei

ecuatii sint functiile
£i[1,v=) R, £lx)=2
E usor de verificat c¥ aceste functii satisfac ecuafia enunfului.

Prin urmare. unicele =olutii ale ecuatiei considerate =int

functiile:
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£1[1, +=)~R, Fix) --g

Similar cu rezolvarea problemeil din aplicatia 4 sge rezolvd &i
problema din:
Aplicatia 5[9]: 5% se determine functiile continue

£: (0, +=)-R

pentru care

i

X x
ffit!dt-[k-liff{tl-dt. (V) x>0
x 1

unde k:2 este un numdr natural dat,
0 generalizare a ecuaftiei functionale (1) o conatituie

acuatia funcfionald:

(3) Fix)=Llg(x)] +hix), (V)xclcR

in care functia necuncecutd este f:R=-R. functiile g:IcR-R
respectiv h:R-R fiind date. FSr% a aborda cazul general,
prezentdm:

Aplicatia 6[6]: Determinati functiile continue f:R-R cu

proprietatea ci:

filog,x) -£({log,x) =log.x, (VIxe(q, +=)

Solutie: Notind y=logax, a=logai, b=logsd, ecuatia enuntului
ge tranaformd In ecuatia:

(3) £iy)=L{ay) +by, (V)yek

deci Intr-o ecuatie de forma (3). Ecuatia (3') se rezolvi fErX
nici o dificultate, conducind la solutia ecuatiei enunfului

exprimatd sub forma:

unde f(0) este un numdr real ocarecare.
Din clasa ecuatiilor functionale de forma (3) mentionlm gi:
Aplicatia 7[14]: 58 se determine functiile continue

f:R.-R. cu proprietatea c¥&:
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Fix) +£(x?) =xex®, (V) xelk,

In continuare vem aplica o binecunoscut® proprietate de
nenegativitate 4 integralei in rezolvarea unor ecuatii
functionale (vezi de exemplu (7]). Pentru fnceput, enuntd&m si
demonstram:

Propozifia 3: Fie a.b.c.d eR. a<b, c<d. Dach:

1} g.h:[a,b]=[c.d] sint continue pe [a,b]
ii}) gla+b—x)=hix). (Vixela.b]
atunci functia continul f:lc.dl-R care satisface ecuatia

functionald:
B ] b
(4) [£lg(x) hix) de=[ £ (h(x)) +1 [ (x) e
a a L

satisface gi ecuatia functionall:

(5) £(hix))=tglx, (V)xela,b)

Demonatratie:
NotEm:

]
I-[£lg{x)] h(x) dx
a

%1 f8cind schimbarea de variabild t=-a+b—x. obtinem:

I=- {M.-m-r:c flglasb-t) ] de=

B
= j‘ h{a+b—x) £lg(a+b-x) ] dx=
. B
=[g(x) £(h(x)) dx

Cu aceastd observalie ecuatia functionalXd (4) devine:
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F.]
[etx) £(h(x)) ax-
-] * ]
-fﬂnm Zld:r%fg’t:l:h'-
L] I
b
~f(£thix) —%gl‘rl )" dormDd
F ]

intrucit

{f{hl‘x}-%ﬂ:ﬂ]‘zn (W) x=[a, bl

din egalitatea precedent3 deducem cX
£(h(x)) =2gix), (V)xela,bl
Observatie: in (3] am demonstrat c& in ipotezele propozitiei

3, ecuatiile (4) gi (5) =2int echivalente.
Prezent3m citeva aplicatii ale propozitiei 3.

Aplicatia 8[10): Sk ge determine functiile continue
f:[0.11-R ce satisfac egalitatea:
‘! x5

&1
I-:mlx ft-inr]dr—l—'ﬁq-!f‘{mm:h
]

Solutie: Functiile

g, [ﬂ*%]-[ﬂ.ll gix) =ainx, hix)=cosx

satizfac conditiile propozitiei 3. In plus,

: | ;]
JZE%Fth_!'Hinﬁrdw_ n

4 1&

Conform propozitiei 3. obtinem

Fflcoax -—-l-j—"im, {Wn[ﬂ;{-] :

Not ind
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t=cosx, (V)x€[0,X]

avem te[0,1] i deci

£t) ;%‘ﬁ—t'. (v) te[0,1]

Aplicatia 9[5]: Dacd a>0. =3 se determine functiile continue
f:[0,al-R ce verificld relafia:
3 3

T
_[[.lnnn}d:ﬁ ‘:‘ﬂ;[ﬂmm cosxdx

Solutie: Functiile

g, [0, %l = [0, al g(x) =asinx, hix) =acosx

satisfac ipotezele propozifiei 3. Aplicind aceastd propozifie s=e

obtine solutia

fix)=x, (VIxel0,al

Aplicatia 10[2]: DacH
a>0, m, neN"\ (1)

2% se determine functiile continue f:[0,a]-R cu proprietatea ci:
[£2 e m) dice B ¢ Fxag( o)™ dix
[ (x m:‘]{ a-x') &)

Solutis: Utilizarea propozitiei 3 conduce la solutia

u
Flx) -—ft,_ﬁ?-’. (V) xe[0, al

in partea finald a notei ne vom ocupa de rezolvarea unor
ecuatii functionale in care intervine o functie necunoscutd f,
presupusi primitivabild, gi o primitivd F a ai.

Propozitia 4: Fie f:R-R o funciie primitivabilX pe R iar
F:R-R o primitivd a ei. Dac¥ este verificat¥ relatia
Fix)f(l-%x)=1. (¥ixeR, atunci functia g:R-R, gix)=F({x)F(l-x) este

constantd.
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Demonatratie:
Din

Fix) f{1-x) =1, (V)xeR=F(1-x) fi{x)=1, (V)xeR

Caleculind derivata funcfiei g obtinem:

g (x) = F(2) F(l=-x) =F{x) f{1-x) =1-1=0, (¥)xck

ceea ce aratd c¥ functia g este constantd pe R.

Aplicatia 11[11]: 5% se determine functiile primitivabile
f:R-R ce verificd relatia Fix)f(l-x)=1. (VixeR. unde F:R-R este o
primitivi a lui f.

Solutie: Conform propozitiei 4 avem F(x)F{1-x)=k., (V)xek.
Din relatia dat¥ rezultX c¥ f(x)F(l-x)=1, (VixeR. In plus, f(x)#0
gi F(x)#0, (VixéR. cHci in caz contrar am avea 1=0.

Cu aceste observatii obfinem:

£l 1 Pl esn T
o~k (V) xER=F(x) =10 . (V) xeR

Daci

llllﬂ'
f{:ﬂq—iﬂ unde k=P(0)F(1) iar ceR

Propozitia 5: Fie f:R "-R o functie primitivabili iar
F:R*=R o primitivE a ei.
Daca

F(x) £(L) ax, (V)xeR®

atunci functia
g R, glx)=Fix) n%}
egte o constantd.

Demonstratia:
Din

Fix) f{—i )m=x, (V)xeR*

e obtine
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1 1
ITI}FT;T ol (V) xcR*.

Atunci derivatia functiei g esste:

1y_ 1 g1 =1__1
g’fx]-ﬂ.iﬂr[;} x,ftxlrm = fx-{l, (V) xeR*

Prin urmare

glx} =const, (V)xek®

Aplicatia 12@6): Determinati funcfiile primitivabile

e {9, "'-}".‘ﬂl "'-}
ce satisfac ecuatia functionall:

Fix) £(2)=x, (V)x€(0, +=)

unde F este o primitivd a lui f£.
Solutie: Conform propozitfiei 3,

ﬂx}ﬂ%} =k, (V)Xe(0, +w)

Din relatia enuntului rezultld imediat cX

1,1
£ix) F{;} - (V) x€ (0, +=}

gi deci

fixy k
?%ET'? (W) 20£ (0, +o)

Se obtin solufiile ecuafiei date, exprimate prin
£ix) =ke x*1, (Y)xe(0,+=) unde k=F:(1) iar ceR
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