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SEGMENTE 51 DREPTE CARE TREC PRIN CENTRUL
CERCULUI INSCRIS UNUI TRIUNGHI. PROPRIETATI.

Nicolas OPREA

in lucrarea de fatX vom folosi notatiile obignuite dintr—un
cercuiul fnscris unul triuvnghl

triunghi ocarecare ABC.
Dacd T este centrul

Lema 1.
oarecare ABC atunci avem relatia
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ATo ———
P
Deamonstratis.
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Din relatiile
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= Af=—Z% si r=5
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sind P

a

i

| rezultd relatia
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Fa de alt& parte tinind cont
de faptul ci
I-M 8i sipA=2iain %unu%—

a

din relatia (1) rezulti cB



Lema 2. Dac¥ I este centrul cercului fnscris unui triunghi

odrecare ABC atunci avem relatia

AT¥=2R(h, -2r)

Demonstratie,. Din Lema 1 i din relatia

rezultd c3a

arr-2clp-a) (4
P

Pe de altd parte tinind cont de faptul cH

bmﬂﬂﬂg.,pm%. 1-%5,

din relatia (1) deducem relatia

ATi=2R(h, -2r)

Teorema 1. Dacd I este centrul cercului fnscris unui
triunghi carecare ABC g1 1. este lungimea bisectoarei unghiului
dA atunci avem relatia

4 = AT 4RTAT
*  AI'+2RETr

Demonstratie. Din Lema 1 rezultd ci

be cas

2
Al=
P

de unde avind in vedere faptul ci

bew2Rb,, h=22, r-%

daeducem of



B3

H':- 'IRI' -’
L. |

Din ultima relatie rezultd cad
u=+zzr-zu¥
de unde deducem cd

2Rr a
AT2+3Rr b+o (1)

Din relatia (1) g1 din relatia

AT'4R'r . 2Rr
AT3+2RT AT *+2RT

rezultd cia

ATI*+4Rr _2p
AIl+2Rr bec

Din ultima relatie i din Lema 1 deducem c3

tt:unuil

AT +4Rr AT _ 2.2p
AT*:2Rr P beo

de unde rezultld c3

A
AT +4Rr AT _ 2bc con-
AT?+2Rr b+c

i

dar

L

deci

AT*+4Rr AT

1. =
& AT +2RT

Teorema 2. (reciproca teoremel 1). Dacd fntr—un triunghi ABC

doull bisectoare sfnt eagale atunci triunghiul ABC este isoscel.
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Demonstratie.
it

Presupunem o 1In triunghiul
ABC ip=ig. Din taorema 1
rezult c&

BI*+4Rr BI _ CI'+dRr CI
BI*+2Rr CT*+3Rr

de unde deducem c&

C (BI-CT) [BI®CT +2Rr (BI-CI)3+
+2Rr-BI-CT+ERr 1] wp
g

Din ultima relatie deoarece

BIiT+2Rr (BI-CT) 2+ 2Re-BICT+BRAr 30

rezultd c¥ BI-CI=0 adic& BI=CI, de unde rezult¥ c& triunghiul BIC

este isoscel.
Triunghiul BIC fiind isoscel rezultd cl

AB_ AC
i 4

de unde deducem c¥ ABsiC. deci triunghiul ABC este isoscel.
Observatis. Teorema 2 constituie o problemd wveche gi 1In
acelagi timp foarte dificild. Aceast¥ problemd a fost rezolvat¥
prima dat¥ de cEtre J.Steiner{1796-1863). Dupd ﬁteiner mai mulfi
matematicieni s—au ocupat de aceastX problem¥, au rezolvat-o in
diverse moduri dar toate rezolvirile s-au bazat ps metoda
reducerii la absurd, iar unele dintre ele gi pe construcfii

ajutidtoare.
Teorema 2. Dac¥ fntr-un triunghi oarecare ABC se duce

fndltimea AD=h. (De€BC) gi I este centrul cercului fnscris atunci

existd relatia:

DT*=(2R-h,) (b, -2r)
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Demonstratie.

4 Fie E sgi M preoiectiile
A punctului I pe BC respectiv pe
AD. Patrulaterul IMDE fiind un
dreptunghi, rezultd c& MD=IE
o dar IE=r deci MD=r {1).
Aplicind teorema lui Pitagora
generalizatd triunghiului ADI
rezultd c¥

B DE & & DI?=hl+AT?-2h AN

de unde deducem c&
DI?=hi+AT3-2h_{h, -MD) (2)
Din relatiile (1) i (2) i din lema 2 rezultd ci&
DIi=h}+2R(B,-27) -2b, (B, 1)
de unde dupd efectuarea calculelor deducem c&
DI*=(2R-h,) (B, -2r)

Consecinta 2.1. Din teorema 3 rezultd inegalitatea lui Euler
R:2r.

Demonstratia acestei consecinte s’ 15=8m in SEaama
cititorului.

Teorema 4. Dack¥ fntr—un triunghi ascutitunghic ABC se duce
Inflfimea AD (DeBC) 51 I este centrul cercului fnscris, O centrul
cerculul circumscris gi dack (E})=CrO0,.RINVWAQ i {(M}=BOMUE atunci
ID g1 IM sint ceviene Izogonale fn triunghiul BIC.

Demonstrafie.

Fie F proiectia punctului I pe BC si {L}=AINBC. Din lema 2
rezult¥ c¥

BI? 2R(h,-2r)
cr? 2R(h_-2r)
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de unde deducem c&

BI* _hy—2r
cr? h_-2r

Din ultima relatie tinind cont
de relatiile

'h]:l'- 2‘ h E I'-_!.

B gt P

rezultd relatia

BIi_ e pb .,
crd b p-c

Pe de altd parte AI fiind bisectoare in triunghiul ABC conform
teoremel bisectoarei avem relatia

BL ¢

e~ b (2)

Decarece F este proiectia punctului I pe BC rezultd c3
BF=p—b si FC-p—c, de unde rezultld relatia

EF_p-b
FC po

Din ultima relatie i din relatiile (1) gi (2) deducem cd

BI°_BL BF
cr? LC FC

de unde conform teoremei lui Steiner rezult® cd IF si IL s=int
caviens izogonale In triunghiul BIC, adicd ZBIF=/CIL (3.

Pe de altd® parte decarece (I0)}) este mediand in triunghiul
AIE avem relatia

roio 2 (AT +IE?) -AR?
4

de unde deducem relatia
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IEie AT +AB*-2AT?
o 2 s

Din ultima relatie gi din relatiile I0O2=R(R-2r)} (relatia lui
Euler) gi AE=2R, AI?=2R(ha-2r) (lema 2) rezult¥ relatia

IE*=2R(2R-h,)  (4)

Notind cu P intersectia dintre EI gi C(0O,R) rezultX cX m(/EPA)=90
(CAE) fiind diametru in C{0O.R) de unde rezultX® c&¥ triunghiul IPA
agte dreptunghic Iin P.

Pe de alt¥ parte aplicind puterea punctului I fatX de C(O.R)
care este egald cu 2Rr, rezultd c3

IP-IE=ARr

Din ultima relatie 8i din relatia (4) deducem c&

-2
de unde rezultd ci
IP*_ 2Rr? (5)
AI* AI*(2R-h,)

Din relatia (5), lema 2 gi din faptul c¥ r=IF deducem cX

I I
Ar* pr?

de unde rezultd cX

IP_1IF
AL DI

Din ultima relatie rezultd cd triunghiurile dreptunghice ILDF
gi IAP sint asemenea. Din asemdinarea acestor triunghiuri rezultX
LDIF=£/AIP dar ZAIP=IMIL (opuse la virf) de unde deducem cX

LDTPe/NTL (6)

Din relatiile (3) gi (6) rezultd ci

LBID=/CTM
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de wunde rezult¥® c8 cevienele ID s5i IM sint izogonale in
triunghiul BIC.

in incheierea acestui articol propunem cititorului =8
demonstreze fologsind teorema 4 urmdtoarea teoremi:

Tecrema 5. Dacd I easte centrul cerculul fnscris unui
triunghl ascutitunghic ABC gi A'.B'.C' punctele diametral opuse
lui A,B,C de pe cercul circumscris g1 dacH

A=bBcN A/, bh=ach 18/, o= a8 N 1’

atunci cevienele AA,. BBy §1 CCy, sint concurente.

Indicatie. In triunghiul ABC se duc inflt{imile AD, BE gi CF
gi atunci in triunghiul BIC, CIA, AIB conform teoremei 4 ge
formeaz¥ urmdtoarele perechi de ceviene izogonale: (ID,.IA;):
(IE.IBs) i (IF.ICai).
in continuare se aplic¥ tecrema lui Steiner 3i teorema directd gi

reciprocd a lui Ceva.
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