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LIMITA SUPERIOARA SI LIMITA INFERIOARRA
ALE UNUI SIR DE NUMERE REALE

Boris PETRACOVICI

Scopul acestui articol este de a prezenta notiunile de
limitd superiocar8 8i limitd infericar® ale unui gir de numere
reale. precum 8i cele mai importante proprietdti ale lor, g1 de a

l1lustra utilitatea cuncagterii acestor notiuni.

1. Definitie. Fie (®nlnyi un sir de numere reale gi wel.
Punctul x se numegte punct limitX al girului (X.lnz: dack orice
vecindtate a lui x contine o infinitate de termeni ai girului,

2. Teorem8. Fie (xXn)nzx UN gir de numere reale. Punctul xER
este punct limitd pentru (Xn)naxa dac¥ §i numai dacd exist® un
Subgir (Xn,)lwxss al Jul (Ma)nea care are limita x.

Demonstratie. Necesitatea. Fie xeR un punct limitX pentru
girul (Xnlnzi. Presupunem x finit. Atunci vecinXZtatea
Vi={x-1, x+1) a lui % contine o infinitate de termeni ai girului.
Fie xn €Vi unul dintre acestia. Decarece vecinitatea
Va = (x-1/2, x#1/2) a lui x contine o infinitate de termeni ai
girului, putem alege dintre acestia termenul ¥n, CU MNany.
Repetdm rationamentul. Dup3d p pasi am ales termenii Xn, Va1, ...,
¥ny EVp €U Machaf...<np, Ve = (x=1/p, x+1/p). Cum vecin&tatea

1 1
Vou = lx-gi3¢ 533!

a lui x contine o infinitate de termeni ai sirului dat, putem
alege L evn : Npea Ng.
Continuind procedeul construim subsirul anu}hzl al lui (Xninz1.

cu proprietatea ci



an
x, €V,, Vk:zl, adica I;hﬂrbbi, Wizl

Rezult’

lim x, = x

Rationament analog pentru x infinit.
Suficienta. Fie (¥n, Jxaz un subgir al girului (Xn)aza cu

limx =x
ke

Din definitia limitei unui gir, rezultd c¥ orice vecinZtate a lui
®x contine toti termenii girului., fIfncepind cu un anumit rang,.
adic8 contine o infinitate de termeni ai sirului, deci = este
punct limitd pentru (Xa)axa

Notd3m cu L(xn) mal{imea tuturor punctelor limitd ale sgirului

[xn}nzi E
3. Definitie. Fie (®Xn)n:a un gir de numere reale.
a) Prin limitd inferioar® a sgirului (¥n)laea Intelegem

numdrul inf Lixn) i o notam cu
lim x,
Ipem

b} Prin 1limitd supericar® a sirului (Xnlnzx Intelegem

numdrul sup L(xn) i o notd&m cu
I1im x

g

4., Observatii.

a) Orice gir de numere reale posedd limitd inferiocar® gi
limita superiocar®, degi nu orice gir de numere reale posedi
limitX.

b) in lema lui Cesaro rezulti cE orice gir mirginit de
numere reale posedd cel putin un punct limitd in R.

c) Dach [kng},;; aegte un subgir al girului (Xa)aza. atunci

avem inegalitdfile:

!ﬂf&l}f%&!lﬁk a1 {EF:Eigzﬁth
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d) Fie % un punct limit3 al girului (Xn)npes. Atunci avem:

lim x, £ x < TI8 x,
- -

5. Exemple,
1+ _1]! - F ¥ ]
a) .l'a--—l-—2 #(=1) g
Avem
2k
I1+ Fel " pentru n=2k
5 2k+1
+
l ks’ pentru o=zk+1

Cum

_2k , 3 _dk+l, 1
A gpri=F o Um (-Jp)e-2

rezultd ci

-1 3
Lix,) =l = 2}
Deci
Ii'?l-'x_- Lix,) -% #i lim x,= L{.-.}.._%
L e
B nt-ue
Observim ci
‘- ik, pentru n=3k
x.-
L{ﬂtl},. pentru n=23k+1
Deci

Lix,) =l0, s, de unde Iim x,== 2i lim x,=0

Vom da in continuare doul¥ caracteriziri ale limitei

inferiocare gi limitei suparioara, utile in demonstrarea
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proprietitilor lor.

6. TeoremB. Fie (xn)nea un gir de numere reale. Atunci:

a) IE x, = inflovel xy1kan ), neN)

b}  lim x =5l i xpkzn), neN}
Demonstratie.
Fie

i-TE:, gi 1=inflpl xy:kan), neN)

.Din definitia infimumului, rezultd cd 1 Indeplinegte condifiile:

[ (1) 1z supl xy: k2n ), V¥ neN

| (11) Va0, 3IneN asa incit supl x,:ken, } <lee
(i) Vv neN, Vero, 3k, , EN asa incit 1-e<xy

{Hﬂ ¥er0, 3n,eN asa incit x<l+e, ¥ kan,

Pentru a ardta cd o=l, ardtdm cd o verificld aceste douli condifii.
(i) Fie neN gi >0 ocarecare fixati.
Cum

I-E.i X,= fusL{xg)=3x, € L{x,] &asa ca

£

Din Xn, €L(%n) rezultd ci E{xﬁ‘}gii subgir al lul (Xn)naz: astfel
incit

1.21:,'=x,_. adica Ak N

astfel Incit Vk>k;, =38 avem

[ ]
I;x,. - Inllﬁri

Atunei
E. E E
X P — =g
%n," %a," 3 2 &

Deci xn >o-e pentru k>k;. adic¥ are loc (1).
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(ii) Demonstrd@m a doua conditie prin reducere la absurd.

Presupunem cX relatia nu are loc pentru a. adic¥ Je>0 astfel
fncit ¥n eN. 5% existe kin cu xula+te.

Pentru fiecare n natural, conzider3m kn cu ¥m, 2a+2. Construim
astfel un subgir (¥n, Y21z al girului  (¥a)ax:. Acesta are un

subgir al =8u {xnﬁk}lti eu limita PeR. Deci Xn, 2ate gi astfel
frate.

insX (Xng, Ji12a este un subgir al lui (Xn)naa. deci limita
sa, PEL(x.)=Bia, contradictie.
Rezultd deci c¥ o verific8 gi conditia (ii).
7. Teoreml. Fie (Xnlnzx un Fir de numere reale g1 (andnza.
(balnzy girurile cu termenul general:
a, =sel x; ken}
b, =il x,; kanl, ¥ neN

Atuncy

lima, =TI@ x, #i limb, = 1im x,
o= - == FrE

Demonetratie. Sirul (an)aza este monoton descrescltor,
pentru o8 {xu: kin+l}eci{Xex:kzn} de unde

suplags kan+1) <l x,; kzn }, ¥V neN, adica a,.<a,

Fezultd <3

lim a, =l a meEN ), adica lim a, =sflsupl xypcd2n } )}, neN )

deci, conform teoremei 5 awvem

lim a, = Tim x_
== o=

Relatia a doua se demonstreaz¥ analog, tinind cont c¥ sirul
(br)lnzy este monoton descrescltor. ;

8.Propozifie. Fie (Xan)lnxi un gir de numere reale 5i (an)nza.
{bnlnzas girurile date de:

an=inf{xk. kin}

bn=sup{®.. kin}
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Atunci avem:

byclim x,<Tim x <a_
s 0 =

Demonstratie. Fie n:l ocarecare fixat. Evident avem
bygsuel by, peN | = 1im x,
o=
a2 7l a,, neNl = Tim x,
i
lim x; =7 Lix,) s suaLix,) = TIm x,
- o

9. Consecinte. Fie (¥p)n:1 un Sir de numere reale.
a} Dacd (Xn)m=1 este miErginit superior atunci lim x. este

. Ll f-2= ]
finit¥ N
b) Dacl3 (Xnyn:l este mirginit inferior, atunci lim x. este
‘ 07—l
finitX
10. TeoremE, Fie (Xn)lnaa Wn gir de numere reale. Atunci
1im Xn, existd dacd gi numal dac¥ lim x, = Iim ¥Xn. IN acest caz
e g e == )

cele trel limite coincid.

Demonstratie. Necesitatea. Fie x=lim ..
=g i)

Preaupunem ¥ finit 81 fie £>0 ocarecare.
Rezultd c¥ existX¥ neN aga incit Vkan, |[xe—x|<e. adick

x-eix ixee=iuol xkan b sxee gi nf { xpkan | 2ax—e

de unde
Tim x sxee, lim x 2x-¢
- T
Decarece e nu depinde de lim Xn i 1im X, trecind la limith

. ez 700
pentru g-0 obtinam N

xslim x <Tim x <x
num =i

Daci

x=1Im x, = 1im x_

Suficienta. Presupunem c8 lim xn=x gi fie £>0 carecare.
fr—s 00

Cum
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x-mxﬂ-liﬂ [.!I'n'.-'ll.&{'l'l_, kznl, H"EH;E“

asa Incit ¥ n>N.. =8 avem xug{xu,kzn}{x+l: de aici xnpix+e. ¥Wn:Ni
Analog 3NzeN asa c¥ xn2x-e. ¥n>Nz

Atunci pentru orice n:N=max{N., Nz}. avem x—e{xpx+e, adicX

lim xXn=x.

<o _ )
Rationamentul analog dacl x.lim Xn: lim X, 2Int infinite.

7 pp )

11. TeoremX. Fie (¥n)mn21 un gir de elemente din R. Atunci
multimea Lixn) a tuturor punctelor limit¥ ale girului dat, este
fnchiz¥ in R.

Demonstratie. Fie (yx)w.: un gir de elemente din Lix,). cu
1im yx=y., yeR. Arit3E3m c3 yeL(x.). Distingem cazurile vy finit, ¥y
;H?init_

(1) ¥y finit vyw€lL{xn)= exist® un subgir al I1uli (Xn)nea
convergent cdtre yix.

Fentru e=1, 3N.eN aga Incit |xn—ya|¢1l. Wn>Ni.

Atunci pentru ny:N,. avem |xn —va|<1.

Analog. pentru e=1/2, JNaeN asa Tncit |xa—va|<1/2, ¥niNa.

Alegem nz>ni. Na2>Na $i|xn -—y2|<1/2. Prin inductie construim un
subsir al lui (Xn)nasi. NOtat (Xm,)wxzz CU |Xa ¥ |<1/k.

Din inegalitatea Jy-xn |¢|y—vel+|yi—xan|. Wk2l. prin trecere la
limit¥ cind k-o, avem iiE Xn=Y. deci YEL(Xal.

{(ii ¥ infinit se trateazd analog.

12. Corolara. a) Fie (Xnlnxz: un Sir mArginit de numere
reale. Atunci multimea Li{x.) a tuturor punctelor limitd a girului
dat este inchi=&® in R.

b} Fie (¥an)lmzi un gir mErginit de numere reals.

Atunci
Tm x, = maxLix,}) #f lim x, = minl(x,)
. Hfovil
¢} Fie (Xn)lne:r un gir de numere reale care se
poate scrie ca o ‘“reuniune" de p subgiruri (Xa*lnai....(Za")naa
cu limitele X;,.....,Xp. Atunci

lim x, = min { x,, i=T.P ). IE:.-m{x,,i-ﬁ }
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Demonstratie. b} (¥nlnz: mArginit, rezultd cl Lix,) mErginitd
{consecinta B.c) Lixn,) este Inchis& (Teorema 10) si deci este

compactd .

Lin x, = infLlxy}, TIH x, = apLlx,)

T

g1 cum intr-o mul{ime compact¥ sup gi inf apartin multimii,

=lim x, = minL(x,) gi EEFJE‘!I!EE{IJ

Propriet&tile principale ale limitei superioare 2i limitei
infericare sint date iIn
13. Propozitie.

1) a) Tim (x,+y,) <Iim x+Tim ¥,
- il o=
by limi{x +y,)zlim x +1im ¥,

2) a) 1im (-x,;) = -lim x,
== L=
By limi{-x;) = -IiIm x,
FrE el
3) DacB (¥n)nazi. (¥Yalnzi Siruri de numere pozitive. Atunci

a) TIm (xy,):<I1m x.) (I1=m y,)
B lim (x y )z{lim x,) (1im ¥}

1 e 1 - i = 1
L i s Y
o= -

ori de cite ori operatiile respective sint definite.

Demonstratie.

1) a) xp*¥y siupl myrkent +supl yyikenl pentru kan =
ool xysyyikant s swol xpikan} + el yy:kan )

Trecind la 1imit® pentru n-=e, avem
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Iim (x,+y,) < Tim x+TIm ¥,

2) Ba folosegte de doud ori relatia sup(-A)=—inf A
0} proprietate importantd este datd In urmitoarea teoreamd care
agte o generalizare a teoremeil Césaro-Stolz.

14. TaoremB. Fie (an)nzy un gir de numere reale §i (ba)aza
gir strict cresc¥tor de numere reale gi divergent. Atunci:

-a a a -a
-
1im T ::lin-I: < TTm <« TIm

1™*n b, fe=m -b,

Demonstratie. Notim

1=1im 2278 g z.-TiE 2ead
o Bpa-By ? o= Bp,-by

Daci
‘lil -F-—B: = li.[ﬂ'?f{ m i .l:tﬂ'}z|"
“¥e»0, 3neN asa cd
: -a
[mjd*l %ﬁﬁ: ; kzn }—.l]{l pentru ¥ mn, -

'.l:-rl_':

wl-g¢ inf{ ken } <1+g, ¥V o>n, =

- f":-l-l,"'n" krn; ¥ nen,
By |

Pe de altd parte,

.

8 =8 a —& )
L=TI% & = lim jiupl &2 K . kopn ) |~¥ >0, 3neEN
b [f‘m }
aga cé
L—& Csupi "2 . kan) <L+s, ¥ m>n/=
BB %

-ﬁ {L+e, ¥ ion, ¥ ove
E

Deci pentru k>N, =max{n, .n, }. avem:
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J—I{-E‘*%:—:(L*I (1)
1

(bnln:ax este gir crescd3tor = b..i-b,* 8i din relatia anteriocard

abt inem:
(1-2) (by,,-b,) < &,,,-8, < (L+e) (b, ,=b,), ¥V kxN,

Dind lui k wvalori de la N:+! la Ng+n gi prin Iinsumarea

relatiilor obtinute, ajungem la:
(1-e) (by =Dy ,;) < By 8y ¢ (L4e) (B Dy =

-{1-g) {1~ 55—1 P L 12 PR u.-%ﬂ
" S P . e

Trcind la 1limitd pentru n-o, obfinem, tinind cont cl b=,

relatiile
a
1-e<lim "<L+s &1
= 'E i

a,
1—:-:1.]_.? E<L+t

Rezulty cE.

I-s<lim 2a TTm EE{L-I'-I. pentru orice >0
o= Dy o= Db,
Tracind la 1imitd pentru -0, ajungem la relatia cerutd.
15. Consecint¥. Fie (xn)nz: un gir de numere reale pozitive.

Atunci:

lin 22 ¢ 1in YR < TIR VX < TIm =

xn = fpe= - In

16. Exemples. 583 =e calculeze limita supericar® =i limita

inferioari& pentru girurile:
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1) x, = (-1)}*®

2) jall:in%?i

n BE

3} x, = = 8in==
1_q-p= o

4] .1.",--51:”--'r +nindi_
RS nx

5) x, = aEnt u* . lj.n"T

Solutie.

2) Descompunem girul (%,)n:: In patru subsiruri constants:
x, = sindkn = 0
Xppr = aint%«v-zh:'.l =1
Xeps = Bin(m+2in) =0

Kury = 8in(2R+2kx) = -1

Conform corolarului 11, punctul ¢, avem

limx, = -1 51 TImx, =1
s 4 L]

3) Descompunem girul (¥n)a.a in patru subsiruri
X, = 1+gin’ks = 1
I-—-rl— 2 1 pi 1-!-1
ST .ﬂ'+Hin { 'ﬁ-+h} .ﬂ':.._i 3
Xyps ™ 1+ain’t%+h} =141 = 2

1 Ix P | 1.1
Kopsy = F“in’tTfh = _;-2_ * i E

Agadar,

%&!Jﬁ.--%- o !Egilh"i

Cu ajutorul notiunilor de limitd infericard gi limitk
superioard a unui gir numeric, se pot da formulXri rafinate ale
eriteriilor raportului gi radicalului de convergentX a seriilor
cu termeni pozitiwvi.
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17. Teorem¥. (criteriul raportului)
Fime

g-r.

o gerie cu termeni pozitivi, Atunci:

a) decd TIm 2211, E X, egte convergents
- X

b) dacd lim i:';l‘—}:l. Y x, este divergentd
IO+ L

¢) dacd m%ﬂ sau Tim 22131, caz de dubiu

A i .

18, TeoremX. (criteriul radicalului)
Fie

x
E 3
o serieée cu termenl pozitivi. Atunci:
a) duf.'iTE pl, ¢ § x, este convergents

b) dacd Tim X, »1, ¥ x, este divergentd
- =1

c) dacd TIm X, = 1, caz de dubiu

19, Taoram® (Criteriul Raabe—Duhamel}
Fie

8 S

o serie cu termeni pozitivi. Atunci:
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*p

a) daca IEM ‘ﬂii.g x, este convergentd

L
A x, e 2 e
b) daca lfntﬂ 1) 11., 2 x, este divergenta

X

c) daca TiIm n( -1) 21 sau 1lim nl‘.i-l} zl, cag de dubiu
Il g -l':;:-r:i.

Xpu
20. Obmervatie. Leg3tura intre teoremele 17 gi 18 este datl
de consecinta teoremei 14.
21. Exemple.
a) Fie

Deocarecs

criteriul obignuit al radicalului nu este aplicabil, Din teorema
18 rezult¥ c8 seria este convergentd.
b) Consider@m seria
l+a+ab+a2b+a=2b2+. .. +amrb™32+anbh™+, .. {(0<a<b)
Aplic@m mai Intii criteriul raportului.
8, n impar

Ko
X

b,n par

Daci

T 2L w b g lim 2L = 4

= X frem g

Atunci dacl b<1l, geria easte convergentd, iar dacl a>*l, seria este

divergenti.
Acest criteriu nu d¥ nici un r3spuns pentru cazul a<l<b.

UtilizEm in continuare criteriul r3dXcinii.
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{ VallETFT, poak

| VAT, aake

deci

Linm i, = yab
Dacd ab<]l, seria este convergent®; dac¥ ab>»l., seria este
divergentd, dacy ab=1, adicy b=1/a, =1 obtine seria
l+a+l+a+l+a+... care este divergentX.
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