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iN LEGATURA CU EXISTENTA PRIMITIVELOR
UNOR FUNCTII REALE

Lia PETRACOVICI

Scopul acestui articol este de a aprofunda 28i sistematiza
chestiuni legate de problema foarte importantd i de multe ori
dificils, a existentei sau neexistentei primitivei unei functii
f:I-R, I<R interwval.

Se gtie cA mulf{imea funetiilor reale continue pe R este o
submultime sStrictd® a mulfimii functiilor reala care admit
primitive pe R, iar aceasta la rindul e: este o submulfime
atrictd a multimii functiilor reale care au proprietatea lui
Darboux pe R. Aspectele care diferentiaz3 aceste clase de mul{imi
aint cale care, de cele mai multe ori, ridicd probleme elevilor
8i studentilor. Articolul =e ocupd cu unele dintre aceste
agpecte. Mai exact, In prima parte se construiegste o clasd largd
de functii discontinue care admit primitive. clasd care confine
multe dintre funectiile discontinue c¢cu primitive ce apar in
manualul de analizX¥ de clasa a XII-a gi in Bazeta Matematich. In
a doua parte se studiaz3 legitura dintre proprietatea lui Darboux
gi existenta primitivelor.

1. Preliminarii. Reamintim citeva definitii §i rezultate pe
care la vom fologi in continuare.

Definitia 1.1. Fie I<R un interval gi f:1-R o functie.
Spunem c f are proprietatea lui Darboux pe I, dacd pentru orice
pereche de puncte a. bel. cu fia)#f(b) gi orice numdr real A
cupring Intre fi{a) gi f(b) existd® un punct c situat intre a gi b
aatfel ca flc)=1.

Teorema 1.2. ( de caracterizare a funci{iilor cu proprietatea
luﬁ Darboux). Fie IeR un interval gi f:7-R o funciie. Atunci
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urmdtoarele arfirmaiii sfint echivaleante:

i) Funpnectia f are proprietatea Ilui Darboux,

ii7) Oricare ar 1 Jel un Interval, mulfimea f(J) este un
interval.

Definitia 1.3. Fie IcR un interval i f:I-R o functie.
Spunem c¥ f admite primitive pe B dacE existdZ o functie F:I-R
derivabilX pe I astfel ca F'(x)=f(x), ¥ xeI. In aceste condifii,

F se numeste primitivd a lui f pe T.

Teorema 1.4. (conditie necesary de existentd a
primitivelor). Fie IcR un interval gi f:I-R o funcfie care admite
primitive pe I. Atunci f are proprietatea Iuid Darboux pe T.

Conmecinta 1.5. Fie I<R un interval gi f:I-R o funcfie care
nue are proprietatea lui Darboux pe I. Atunci f nu admite

primitive pe I.
Teorama 1.8 (o conditie guficientd de existentd® a
primitivelor). Fie IR un interval i f:I-R o funciie continud pe

I. Atunci f admite primitive pe I. Mai precis, funcltia F:I-&

Fix)=[ fle)dt, Vxel, xeR, (Plx)=0)

X

aste o primitivd a Iui © pe I.

2. Na propunem s3 punem In evideni® o clas3 largd de functii
discontinue care admit primitive. In cele ce urmeazi. vom nota cu
M(R) urmdtcarea mulfime:

M(R)={f:R=-R / f continud i f satisface (")}

r
1 i = it
() 1:1-1’-'5'- F{f{ﬂd‘t M(f) = fini

{ M{f) = media Cesard a functiei f)
Propozitia 2.1 Mulf{imea M{R) este un spatiu vectorial real
in raport cu adunarea functiilor i Inmultirea functiilor cu

scalar.
Demonstratie Oricare ar fi f.geM(R) 3i a, BeR avem:
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r
i
1im ?_!-[{:ﬂ (£)+(Bg) ()] dt=
1llr 1]Ir
=lim [a= de+f = dt]l =
lin [« F_!'ﬂrn +f r!’”f" 1

¥ ¥
=1im 1 ) dt AF citdhdis
Lim F{ Flt)de + p H*'- r_{g’[ ) dt
aM{f) +fMig) = Finit

deci f+g verificK (*),

Cum suma a dou¥ funct{ii continue pe R este tot o functie continul
pe R rezultd c& f+geM(R).

Teorema 2.2 Dacd feM(R) atunci functia g:R-R.

f[%], daca xu0
Fgix) =
M{r), daca x=0

admite primitive pe R.
Demonstraiie Decarece f este continuX pe R, rezult® c¥ f are
primitive pe R. Fie

¥
F:R-R, F(y) -{ﬂl:]u't
o primitivd a lui f pe R.
Fentru x#0., putem scrie:
2yyia Ay _pigdly . Ay Ll
hl.’lF{x” i.tFl:I] F’{I} ﬂxﬂr] f{#l deci
1 p 2y Llyys
ft-;!l = 2x F(E]' (xiF( :_H (1)
Consider8m urmdtoarele functii:
1
x

h:R-R, hix)=
aN(x) , x=0

gi
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=

u:R-R, u(x)=

dyys
lr’ﬂ -#'” # Xl
M(f), x=0

Atunci g = h=-u.

Functia h este continu¥ pe R. Intr-adevir avem:

lim h(x) = lim 2x F(-1) = 21im LF(y) =
e - F e

r
= 21im X fri(c)dc = 2M(£) = B(0)
yu= ¥

g1

1im B(x) = lim 2xP(1) = 21im L#(y) =
= = Teel ,

¥
=21im i{ﬂﬂd: = 2N(F) = hi0)
=

deci este continul pe R i1 prin urmare h are primitive pe R.
Fie H:R=-R o primitivd a lui h pe R.
Functia u:R~-R admite ca primitivE pe U:R-R,

I’ ;-3?{%_} , X0
E’Hl-'.'l'i
» X=0)

L

clci pentru x«0 avem

o' (x) = {fn%nf —

jiar in ==0 awvaem

1,_
(o) = 1im Zix) -0(0) -li-.fTEEEE_E -
x=0 x-{ ey x

= l = _].'_ -
!ﬂflxrixl lim r!Tfi

k|

= lim

i = =
lim = fit)de = ML) = uld)

Rezult¥ c¥ functia g = h-u va avea ca primitivE pe G:R-R.
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Gi{x) = Hix) - Uix), V xeR, adic¥ g admite primitive pe R.
Exemplul 2.3 58 se arate c¥ functia g: R-R.

siﬁﬂ%-—uhm% £ 2080

gix)=
yX={

B

admite primitive pe R.

Congider®m functia f: R=-R, f(x) = sin®*x - sinx.

Vom ar¥ta c¥ feM(R), M(f)=1/2 5i apoi vom aplica teorema 2.2.
Avaim ;

r r
lim l{ﬂtidt - 1lim i{’mﬂ - sint) dt =
= ¥ = ¥

¥
. . .
H: %[5 (e-sinzt) +m:rat.T_!

1 1 sin3dy  cosy 1 1
=1lim [= = = - =) = = =
L EE 1 + ) = M)
AplicBEm teorema 2.2 gi rezultd cl g: R-R

1 1

£{=) ¢ IR0 l:l.:.'n‘i =gin— , xw0
x x x
E{H]= =
M £) s x=0 1 . x=0

admite primitive pe R.
Vom nota In continuare:
M{[0,+2)] = {f:[0,+=)=R | f continui gi existX

r
1im l{fcmdc = M{£) = f.tn.ir}
yeum W

Observatia 2.4 Dacd feM([0D.+®)) atunci funcfia g: [0,+o)~R

1

gix) =
ML) y X=0

admite primitive pe [0,4@]).
Observatia 2.5. DacX feM({(-®,0]), atunci functia g:(—=,0)~-R,
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£(2) |, x<0

gix) =
M) ; X=0

admite primitive pe {(—= 0].
Teorema 2.6. Dacd r:B-R este continul si satisface conditia

rﬂ'#’.‘]_.

¥
1 e
a{ww) f!-'ii*ﬂ ?iﬂtldt - M(f) = finit x,»0

atunci functia g: R-R.

admite primitive pe R.
Demonstratie. Deocarece f este continud pe R. ea admite

primitive pe R. Fie

X
FiR-R, Flx) = [fie)de, xeR. xe0
L

o primitivd a =sa.

Fentru xexg avem

1
x-3,

] =

L) P(I0) = 2 (em) PO ) - P

- :tx—:q.}r{?}—i £ 1

1
x x-X

deci

£FAo) - 2tem) PO - Hex) PE0Y

Conaideram functiile:

2 (x-x,) rzfﬁl L Xh

h:B-R, hix)=
' 2M{FY L x=x,
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[ (x-20) P (=2} 17,
% ,n %

u:R~R, ul(x) =
M( L) . =00,

Atunci g=h-u.
Functia h este continui pe R pentru c3 in x=xs avem

poem ¥
mn.. ll.. L]

1.1.1!1 hix) = 1lim E‘H“Iq.lff—ﬂ_n} = lim —Fh"] -

-21im T’;{I(.‘:}dt - 2M(f) = hix,) gi analog

lim hix) = ZM{f) = hix,)
gy
L]

Deci h admite primitive pe R. Fie H:B-R o primitivi a =a.

Pentru functia u, se constat® direct cB functia

2 p |
{x-x,) “F(
U:R-R, Ulx)= Z

b o xeag
- X=X,
aste o primitivi pe R. Intr-adevir. pentru xexs avem

}]‘*-uir.'l

7 (x) -[t:&mﬂ??{

iar Iin xX=xo avem

YLl v _
g0 -O(x) s (x-x,) ?F( x—x.,l ] )
=73 s x-x,

Uix,) = 1lim
F o

¥
1
= lim — [ f(t)dt = M{Ff) = ulx)
o ;.J .
Rezultd cH¥ functia g=h-u va avea ca primitivE pe G:R-R.
Gix) = H(x=x) — U(x}, =xeR.

Observatia 2.7. Fie xqeR* i f:[%e. +2)-R o
continud¥. Dacl existd gi este finith

functfie
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1!’
im = FIE)dE =
1“}_1{: M

atunci functia g: [xo, +®)-=R,

1
-ﬂﬁl 2 K> Xy
gix)=
M{£) « XA=Ng
admite primitive pe [xg,+®) .
Observatia 2.8. Fie xo€R" gi f:({-®,x]-R o functie continuX.
Dac¥ exiatB gi este finit

¥
1
1im F{ﬂﬂ dt = M(f)

-

atunci functia g: (—o, xo]-K.

gix)=

admite primitive pe (—w, x_.).
Exemplul 2.9. 55 se arate c¥ functia g:R-R.

I x
| dcog? = +5, xw3

91::1-1
T L X=3

admite primitive pe R.
Consider8m functia

Ff1R-R, Fix) = dcosinx+s

g1 fie xo=3. f este continui pe R i avem
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l}'li- -j'ﬂt:ldr - 11: —{flcnw"l:t-rﬁldr -

.Ii.i-i:- %{[2{1—-:“::1::- +5]dt =

-lim = t-rr-_.mmj

= lim :"{'T_}r——uﬁtz:y-zld-—uinﬁll =

=1im t?-u-_ﬂl; =7 = M(f)
i ny ¥

Aplicind teorema 2.6 deducem c¥ functia g:R-R.

[- f{ﬁhﬂi

s i T Xw3 -
L )

§ X3

-

are primitive pe R.
Observatia 2.10. Dac¥ feC*(R) gi dacl existd si este finits

1n £ i),

atunci freM(R).

intr-adevir avem

¥
M{FH = 1im L[F(x) dx = 14m L) .
(£ er:r[ (2] lim SXL = m(£)

De aici s& deduce c¥ functia g:R-R.

frd
f{x} L X0

(x)=
. m{f , X=0

admite primitive pe R.
Exemplul 2.11. 55 se arate cE functia g:R-R,
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3
f;zilh€5+11-ﬂﬂlik, 200

(1

glx)=

p Xmi}

admite primitive pa R.
Considerim functia

£iR-R , f(x) = /% sinx
care este derivabild cu derivata continu¥ pe R si
f'r{.ﬂ'} - % T;—:-ﬂiﬂﬂ'*—?iﬂmx

Observdm c8 g(x)=f'(1/x) . pentru x=0,

In plus., avem:

gix)= .
+» X=0
13 1,1 1
- ) -.E’ uin—ii-—-;uusx + X0
a 5 x=0

admite primitive pe R.
Observatia 2.12. Fie xoeR”. Dacl feCi(R) s5i dacX existi g1

ezte finitd

1im L0 _
L Sy m(f£)

atunci functia g:R-R,
1
\ ff[ﬁ] ¢ IO 2
gix)=
m{r£) e X=X,
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admite primitive pe R.
Exemplul 2.13. 55 se arate c¥ functia g:R-R,
i
ko N

—g lm=l} p |
g {2ZcoB =y + -iﬂ;'i-} X7l

gixl=

i  Xml

admite primitive pe R.
Consider®m funcfia

£iR-R, fix) = 8 coax
care este derivabild cu derivata continuiZ pe R. Avem
£{x) = - (Ixvosx + sinx)
21
1iu.5121 t*m ﬂﬂtf-

= lim

% Fcua}f =0 =m(f)

Deducem cd functia g:R-R.

J’fff-:f—ll P X%1

(%) = =
g [ ﬂ[ﬂ .-I-].
i
__l_l
—g =D 1 1
( g (ﬂﬂﬂlrl -I-ninx_l s x¢1

& T 0 =1
\

are primitive pe R.
In continuare vom da conditii suficiente pentru apartenenta unei
functii la clasa M(R). Vom ar¥ta c& multimea M(R) contine clasa

functiilor continue f cu proprietatea cH existX

lim ri{x)
v

gi este finitd, notatX® cu A{(R): clasa AP(R) a functiilor aproape
periodice, precum gi clasa P(R} a funetiilor continue si
periodice pa R.
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Fia deci

A(R) = {(f:R-R| f continuX gi existX lfm fly) = 1(f) = finitk}
||
Teorama 2.14. Are loec fneluziunaa:

A(R) < M(R)

Damonatratie Fie -feA(R). Aplicind regula 1lui 1'Hospital
obt inam

F
lim 2+ [f(x)dx = 11 " .
Lim ?4.’ (x) ﬁ: £ly) = 1{£) = finitd

deci feM(R).

Obssrvatia 2.15. Incluziunea A(R)cM(R) este styrictX.
Funcfia u:R-R, u(x)=cosx apartine clasei M(R) dar nu face parte
din A(R). Intr-adevsr

¥
M{u) = lim L [cosmdy = 1im B40¥ _ 4
I¥f= ¥ |- ¥

dar 1{u) nu existy.
Exemplul 2.16. 5% se arate c3 functia g:R-R,

Jrahiisiné% ;A
x
gix) =

4] + =)

are primitive pe R.
Congider3m functia

BB , fix) = o™ ginx?
Avem

1{£]=-t$nfrfhinr1-ll

deci feA(R). Pe baza teoremei 2.2 rezultX ci g admite primitive

pe R.
Reamintim acum citeva rezultate i nofiuni legate de funectiile
aproape periodice.

Definitia 2.17. Se numeste polinom trigonometric o expresie

de forma:
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a
T{x) = &, + E.l,ﬂnnl,x + byaind, x)
uﬂ;’l" .n; ﬂl‘ "'bl' FI.I.'EIJ' k‘lji;-.r..ﬂ

Definitia 2.18. Funct{ia f:R-R =e numegte aproape — periodica
pe R dacd pentru orice g3>0 axistﬁ un polinom trigonometric Te
aztfel Incit:

|fixy = T, (x)], V¥ xek

Not&m cu AF(R) = multimea functiilor aproape periocdice pe R.
F(R) = mul{imea functiilor continue Zi periodice pe L.

Conform teoremei de aproximare a lui Weierstrass ([10]) rezultX
c8 orice functie continul gi periodicX este gi aproape periodich,
adicl are loc incluziunea AP(R)<P(R).
Incluziunea contrard nu are loc, dupd cum arat¥ uwurm3torul
axemplu:

Exemplul 2.19. Functia

:R-R, f(x) = coax + cos,/Ix

aate aproape periodic3, dar nu este periodicX. Faptul c3 f eate
aproape periodicd este evident, decarece putem alege

T, (x) = comx + cosyIx

Dac¥ prin absurd f ar fi periodic3, ar exista T>D astfel incit
F(x+T) = fix)., ¥ xelk, deci

coi (x+T) + cos/2 (x+T) = cosx + coBix, Y xcit

Ludm x=0 gi obtinem cosT+cosV2T = 2 adicd cosT = cosa¥2T = 1, de
unde T = 2Zkw, 42T = 21v, k.l€ Z*. RezultXE 42 = 1/ked) imposibil.
Alte proprietdti ale functiilor aproape-periodice sint date in

[51.
in [1] se demonstreazX g2i urmiAtoarele rezultate:

Teorema 2.20 Are loc inclusiunea:

AP(R) < Mi(R)

Consecinta 2.21. DacE fe(R) are pericada T»D, atunci
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1!" 1 r
feMR) i M(£) = lim —f[fi'xjdt - ?{f:mﬁ

Observatia 2.22. Incluziunea AP(R)<M(R) este strictd.
Functia

£fiR-R, £ix) = _h‘i"‘“ + (x%+1) cogx=
3(xte1) ®

= [(x%+1) *Eimr]"

apartine lui M(R) cdci

r
1im L[ F(x)dix = 1im L (y3+1) Tminy = 0 =
-HEF}.,- (x) H_F:‘y’n giny = 0 = M{F)

Pe de altd parte, considerind gsirul (Xnlnzi1. Xn="2nv¥, avem

f(%n) = 4n®*¥= 4+ ] =@, n=, Prin urmare, f nu este mErginitd. deci
f€AFP (R) .

3. Proprietatea lui Darboux gi existenta primitivelor

Am vdzut o8 proprietatea lui Darboux este o condifie necesarX

pentru existenfa primitivelor unei funcfii reale (teorema 1.4).
0 consecinfd interesantd a acestei teoreme este urmdtoarea:
Teorema 3.1. Fie IcR un interval, fo:1-R o functie care
admite primitive pe I, jar £:I-R o functie pentru care mulfimea

(1) D= xeT|F(x) #£,(x))

egte nevidd gi cel mult numdrabild. Atunci f nu admite primitiwve
p& T.

Demonstratie. Fresupunem prin absurd cd f are primitive pe
I. Atunci f-fy admite asemenea primitive pe I, =i deci are
proprietatea lui Darboux pe I. Rezultd cd mulfimea (f-fs)l(l) e=te
un interval. Decarece multimile D gi I\D sint nevide, functia
f=-fo nu este constantd gi de aceea intervalul [(f-fe)(I]) ea=ste
nedegenearat. El este deci o multime infinit® nenumdrabillX,
Pe de altl parte, tinind cont c& (f-=fo)i(D) este cel mult
numdrabild, se deduce din egalitatea
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(£-£) (D) =10} U(£-£,) (D)

cd (f-fo) este cel mult numdrabild. Contradictia la care am ajuns
arat¥ cX f nu posedd primitive pe R.

Congecinta 3.2. Fie IcR interval, fo:I-R o functie care
admite primitive pa I, iar f:I-R o functie pentru care existX¥ o
multime Ecl cel mult numdrabill astfel incit

{2) flxy = f(x) ,¥ xET\E

Atunci funcfia f admite primitive pe I dac¥ =i numai dacX

(3) Fix) = £fix) ,¥ xeE

Demonstratis. Neceajtatea. Presupunem c¥ exist¥ un punct xeE
astfel ca fix) # fo(x). Atunci multimea D definitX in (1) este
necidd. Cum DeE rezultd c8 D este cel mult numBrabilX. Tinind
seama c8 fg admite primitive pe I. rezult® in baza teoremei 3.1
cd f nu admite primitive pe I.

Suficienta. Presupunem cd3 are loc (3). Din (2) rezultd cX
f=fo gi cum fo are primitive pe I rezultd c¥ i f are primitive
pe I.

Exemplul 3.3. 55 se arate c¥ functia f:R-R,

nin3= ¢ W0
x

Fix) =
a » 2=l

admite primitive pe R dac3 gi numai dacd a=0.
Considerdm functia fo:R-R,

£, (x) =
1] . Xx=0

Functia fg posed® primitive pe R clci functia f.:R-R.
fFa{x)=sinx, WxeéR apartine clasei M{R)., M(f,)=0 si

aacid
£(2) , x%0

£, (x) =
M(£f) , x=0

81 apliclm teorema 2.2
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Intrucit f(x)=fo(x) pentru orice xw#0, deducem c¥ f are primitive
dacd gi numai dacl f(0)=fa(0). Cu alte cuvinte, f are primitive
dac% i numai dacd a=0.

Exemplul 3.4. 535 se arate cX functia f:[0,+o) =R,

1
(x+e®) ® |, 0
& & X=i)

£ix)

admite primitive pe [0,+®) dack si numai dac¥ a=e=,
ObservEm cd pentru x>0 avem:

i i =
(x+e®) T = o1+ L)% = g1+ K )% | a*
ar a%
de unde rezultd ci
i
lim (x+e %) T = g
£~
xxk
Functia fa:[0,+m) =R,
Y
(x+a®) * |, x>0
fntﬂ'.'l L]
at . x=0

eate continud pe [0,+4=), deci admite primitive pe [0,+x),
Cum f(x)=fo(x). pentru orice x>0 se deduce, pe baza consecintei
3.2. cB f are primitive dac8 gi numai dacl f(0)=fo(0).
Cu alte cuvintea, f are primitive pe [0.+®) dac¥ @i numai dach
a=aZ,

Observatia 3.5. Faptul cX¥ functia f:R-R,

ui:ti . Jw}
X

Fix) =
1 ; x=0

are proprietatea Darboux pe R (vezi [4]), dar nu are primitive pe
R, ne arat¥ c¥ proprietatea lui Darboux nu este o conditie
suficientd pentru existenta primitivelor unei functii reale.
Consecinta 1.5. a teoremei 1.4. i anume faptul c& functiile
care nu au proprietatea lui Darboux nu pot avea primitive, aste
util¥ la demonstrarea non-existentei primitivelor unor functii cu
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discontinuit3{i de speta I.
Exemplul 3.6. 58 se arate c8 functia f:R-R.

x3+xel , xED

fix) =
2=, xeR|p

nu admite primitive pe R.

Ardtdm o8 f nu are proprietatea lui Darboux pe R.

Presupunem prin absurd cd f are proprietatea 1lui Darboux.
Decarece f£(0)-1, f{(1)=-3 rezultd c¥ pentru orice Ae(l.3) exist3
Xo€(0,1) astfel ca f(xo)=41.

Pe de altd parte dac3 4e(2.3)\0 ecuatia fi(x)=4 nu are nici o
solutie. Intr-adevBr, dac3® xe€(0,1)NQ atunci f(x)=x2+x+1 eq idar
dacd xe(0,1)\Q atunci fi(x)=2=<2{} deci oricare ar fi xe(0,1) avem
f(x)#d, AE(2,3)\0.

Contradictia la care am ajuns arat¥ c3 f nu are proprietatea lui
Darboux, deci f nu posedd primitive.

Exemplul 3.7. Fie PeR[x%] un peolinom nenul cu coeficienti
reali IecR un interval gi f:I-R o functie neconstantd cu
proprietatea cd (Pef)(x)=0, Wxel. 88 3e arate c8 f nu admite
primitive pe I.

Fie A={xeR|P(x)=0} multimea r&d&ciniler lui P,

Deocarece P aste nenul, multimea A este finits. _

Din (Pef) (x)=0, Vxel rezultd ci f(I)eh deci f(I) este o multime
finitd de unde rezultd cA f nu are proprietatea lui Darboux.
Deducem c¥ f nu admite primitive pe R.

In incheiere, recomand celor interesati =53 Iincerce =%
fologeascy aceste chestiuni in rezolvarea problemelor de
existenfa primitivelor si, Intrucit articolul de fatd nu
epuizeaz8 tematica, =8 studieze gi sursele bibliografice

indicate.
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