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CARACTERIZARI ALE FUNCTIILOR CU
PROPRIETATEA LUI DARBOUX. APLICATII

Iulian COROIAN

1. INTRODUCERE

Functiile ¢cu proprietatea lui Darboux pe un interval IR
constituie o clasd de funcfii foarte important¥. cu numercase
aplicatii. Iin prezenta notX, wvom prezenta succint principalele
proprietdfi ale functiilor avind proprietatea lui Darboux i apoi
placind de la citeva exemple se vor da doud propozitii de
caracterizare a functiilor cu proprietatea lui Darboux care
congtituie teoreme de prelungire a unei functii cu pdstrareaa
proprietd3tii lui Darboux, deasemensa citeva exemple ilustratiwve,
unale luate chiar din manualele de analiz¥ matematic¥ pentru
clasele a XI-a gi a XII-a.

Pantru profesorii care preadau analiza matematicX® la licee,
functiile cu preprietatea lui Darboux le oferd posibilitatea de a
aduce contributii la consolidarea unor notiuni de bazd ale
analizei i dezveoltarea capacitdtii eleﬁi]nr de a aborda o sarie
de probleme, in special la concursurile de matematicX.

2. FUNCTII CU PROPRIETATEA LUI DARBOUX

Definitia 2.1 (vezi [2]) Fie I<R un interwval (de orice fel)
gi f:I-R o funci{ie. Spunem cH f are proprietatea lui Darboux pe I
(gau propritatea walorilor intermediare pe I) dacl pentru orice
a.bel. a<b gi orice A cuprins intre f(a) sgi f(b). existyE ce(a.b)
aga ca floc)=Ai.

Observatia 2.1. Definifia exprimd ci(V)a.bel=(f{a).f(b)}le
ef({a,b)).

Vom nota In cele ce urmeazd cu Daf(I) - mulfimea functiilor

care au proprietatea lui Darboux pe I, 51 peste tot I wva f£i un
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interval nedegenerat {cu cel putin 2 puncte).
UrmStcarele propozitii. ale c¥ror demonstratii simple se glsesc
In [3]. pag.121, ne vor releva utilitatea si importanta clasei de
functii DafI).
Teorema 2.1 Afirmatiile urm¥toare sfnt echivalente.
fzl} FeDa (I,
(i1} (¥)J un interval JeI. f(J) este un interval din B,
(111) VA o multime convex¥. Acl roazultd o3 Frd) e convexX
Teorema 2.2 Dacd reD.(I) 91 f & injectivE atunci £ este
strict monotonk.
Corolar 1. Dac¥ feD.(I) atunci f & strict monotond dack gi
numai dacl f e injectivi,
Teorema 2.3 Fie fr:~R. Ff continud adicd feCrI). Atunci
FeD, (1), adicl Q(I)eDa(I).
Demonstratia se gisegte gi in [1]., pag.111.
Reciproca acestei tecreme nu este in general adevirati, deci
existd funcliii cu proprietatea lui Darboux care sint discontinue,
aga cum se poate vedea din exemplul care urmeazXd:
1’ sin, xw0
FiR-R, fix) =
|

i; X

3

L

Teorema 2.4 DacX¥ feDa(I). &atunci f nu poate avea puncte de
discontinuitate de spefa fntiia.

Demonstratie. Presupunem c¥ %x.€l aga ca a¥ existe limita la
stinga f{xo—0) finitd gi f(x%o-0)ef(%e). adick xo ar fi un punct
de discontinuitate de speta I-a. Fie de exemplu flxo=0)<f(%a).
Atunci exist¥® aell, f(xo—0)<a<fixo). Din f(%e-0)<a =& deduce cX
existd V o vecindtate a lui xo asa ca pentru x<xg g1 xeVNI =X
avem f(x){a. Fie a un asemenea numir, adici a<xe. aeVnI.
fla)a<f(xo). Agadar pentru orice x€{a,xo) avem xeVnI gi fix)ie.
Deci functia f nu ia valoarea a in nici un punct xe(a,xo)el.
Acest lucru contrazice faptul c3 feD.(I) 5i asgtfeal presupunerea
flcuty¥ e falsl.

Corolar 1. Dacl f:I-R are un punct de discontinuitate de
speta I-a, XoFfI atunci féD.(I).
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Corclar 2. DacH f:I1-R are cel putin un  punct de

discontinuitate de speta I-a, xael. atunci f nu admite primitive
pe I.
In adeva3r. in caz contrar f ar avea proprietatea lui Darboux si
atunci contrazicem Corolarul 1. Cu ajutorul acestui corolar
rezultd imediat solufia urmitcarelor exercitii din [21. II.
exarcitiile 9 si 10, pagina 13,

Je cere 583 se arate ci urmdtoarele functii nu admit

primitiwve:

-

—.-._"II"”‘ .mil:l.
A

3. E:R-R, Fix) =4

10. FR-R, fix) =«

Se obgervd imediat cd la ambele functii punctul xe=0 este
punct de discontinuitate de speta I-a i atunci pe baza
corolarulul 2 aceste functii nu admit primitive.

In Incheierea acestui paragraf mai dim

Teorema 2.5 (Darboux), Dac® fr:Ick. I-interval., este
derivabil® pe I, atunci derivata f' are proprietatea lui Darboux
pa T.

Demonstratia se gl¥segte in [5].

3. Dou¥ probleme care conduc la generaliz¥ri

Problema 3.1 Fie functia f:[0.=)-R,

lini. e (0, =) ,

fix) =
r Lx=0, relk

Ce conditii trebuie s8 iIndeplineasc® r pentru ca f =& aib3

proprietatea lui Darboux pe [0,@) ?
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Problema 3.2 Fie f.R-R prin

s"hhmi ; x=0, acR,

fix) =
I, x=0, recRk

Ce conditii trebuie 58 indeplineascH r pentru ca feD. (R} 7
Cele 2 probleme se pot formula unitar astfel:

Froblema 3.3 Fie IcR un interval, xc€l 5i fo:I\{Xel~R o
functie datd. Dindu-se f:I-R.

flx), xell\x,,
flx) =
I; .I'-Iu., I'E‘l-

Ce condif{ii trebuie =8 satisfacd reR pentru ca feD.(I} 7

Obmsarvaiia 3.1 Deosebirea esentiald intre problema 3.1 21
croblema 3.2 este c8 in primul caz xo€ int I gi deci I\{xn!
rimine interval iar la a doua problem¥ xaeint I gi deci IMIxa} nu
mai este interwval.

Astfe] vom avea pentru solutia problemei 3.3 doul moduri de
abordare iIn functie de faptul c¥ x.eint I =sau x.&int I.

Propozitia 3.1 Fie xpel\int I =i functia f definitd fn
problema 3.3. Atunci urmStoarele afirmatii sint echivalente-

1* feDa (I)

2" fofDe (I\{xo} ) F1 existd un Fir (Xa), Xn€l\{Xo}.

Hnm ¥a A& ¢4 fol(Xn)— r. .
Demonstratia se deduce cu Propozitia 5.5.20. paq.171 din [5].
53 aplicd3m propozitia 3.1 la re=zolvarea problemei 3.1, Presupunem
8 fela (0. =)}, Evident c&
£yix) = pin—
VX

are proprietatea lui Darboux pe I\N{¥g}=(0,®) cH¥ci este continuj.
Dupd teorema 3.1 existd un gir (xn). X-€(0.®@) cu lim x.=0 si

1im min-1_ = 7

S
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Cum |:ini |s1 deducem ca |r|<i1
Vs

Reciproc dac¥ |r|<l, =5 ardtd3m c¥ feDa[0.m).
Arit3m c& are loc 2°. In adevar

£,(x) = uinﬁe D, (10, =})
S8 considerfm sirul

1
{ZnK+arcsinr)?

{xﬁl ¥ Iﬂ -

Bvident cd xnell, o) 2i ¥. — 0.

1
V%

fix,) = gin = gin(2rx+arceinr) = ainlarceinr) = r

1 astfel cd f(xnl7=32Tr.
Pe baza propozitiei 3.1 se deduce <c8 2"=1" adicd f are
proprietatea lui Darboux pe [0,®).
in cazul in care Xe€int I se poate demonstra

Propozitia 3.2 Fie xe€int I gi f funcfia definitd la
problema 3.3. Atunci urmStoarele afirmatii sint echivalente:

1* FeD, (1)
fi) fo€DallN—-m %a)), F(Xn), XpnEl—B, Xs), An=Xo AFE 3
2 Flxnl)-r g1

fi1) fo€Da (IMNxo. 2!}, iva)., YrEldn. 2], Vo=%Xn aga ca
Flynl=r.
9% aplicl3m propozitia 3.2 la rezolvarea problemel 3.2,
Presupunem c3 feDa.(R). Atunci dupd propozitia 3.2, 1%=2°,
deci 3 xn€(=@,0), Xp=0 i

fix,) = e*™ ainxi---ﬁ-r

o
Dar
le*™= gin-l | s 8™ —1
: x,
Se deduce ci |rjscl.

Invers, presupunind c¢¥ |r|¢l =3 ar¥t3m c8 f are proprietatea lui
Darboux pe R. Pentru aceasta verificim Indeplinirea conditiei 2°,
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adicd (i) 8i (ii) din propozitia 3.2.

£f,(x}) = 6% ainl
X

are proprietatea lui Darboux gi pe (—=,0) si pe (0,®), fiind
continud.

Fiea

1
& +2 I

g=arcein r &1 x, = i ¥ ™

1
a-2nx
Este clar c¥ xn&(—=.0), Xn — 0 gi

a .}
flx,) =e*™ gin(g-2nx) =@ * Py ——wg¥r =1

La fel yne(0,®), yo —> 0 81 fiyn) — r.
Atunci conform propozitiei 3.2 deducem c8 f are proprietatea lui
Darboux pe R.

Observatia 3.1 Propozitiile 3.1 s8i 3.2 pot fi privite ca
fiind nigte teoreme de prelungire a unei funcfii cu pastrarea
proprietdtii lui Darboux. Astfel propozitia 3.1 se poate
reformula astfel:

Propozitia 3.1' DacX IcR este un interval., xeel\int I si
fo€Da(IMixo}). atunci existd f:I-B feDa(I) i f|rvix,:=fo dach
21 numal dacd exist® un gir (Xn). AXa€IN{Xo}, Xn=xo iar girul
(fol(¥n)) 53 fie mArginit (cd3ci din acest gir se poate extrage un
subgir convergent cdtre valoarea prelungirii In xa).

Obmservatia 3.2 Privind operatiile cu  func{ii care au
proprietatea lui Darboux mentionfim c¥ In general dacl f.geDa(I)
atunci f+g., frg =2i f/g nu au proprietatea lui Darboux cum se
poate vedea pe citeva exmple.

De exemplu pentru sumd3. Fie f, g:[0,=)-R date prin

lin:%:; x>0

X

fix) =



gix) =

Se¢ observd ugor ap;icind propozifia 3.1 c3 f gi g au
proprietatea lui Darboux: dar suma lor f+g:[0,o)-R,

0, x>0
(F+g) (x) =
=1, 2x=0,

nu are proprietatea lui Darboux.
Analog se pot g83si exemple care 58 jilustreze c¥ f-g gi f/g nu au
propritatea Ilui Darboux in general.
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