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PRINCIPIUL PUNCTULUI FIX APLICAT LA REZOLVAREA
SISTEMELOR CIRCULARE

Visile BERINDE

l.Introducere

Manualele scolare familiarizeazd elevii cu maetode universale
de rezolvare a sistemelor liniare (metoda reducerii, metoda
gubstitutiei, regula lui Cramer) gi cu metode specifice de
resolvare a doufl clase de sisteme de douf ecuatii neliniare cu doud
necunoscute: gistemele simetrice gi sistemele omogene.

tatrucit la concursurile de matematic¥ precum i in revistele
de specialitate apar frecvent sisteme de trel sau mai multe ecuatii
neliniare, pentru care se indic¥ in general doar metode bazate pe
diverse artificii - specifice fiecdrei probleme in parte - in
areastd lucrare ne propunem sd prezentim o metodd unitard de
abordare a unei clase de astfel de sisteme, Ccea 4 cistemelor
circulare.

Metoda noastrd se bazeazd pe principiul punctului fix,
inetrument deosebit de puternic in matematicile superiocare, pe care
f1 wvom prezenta Insd intr-un cadru accesibil elevilor de liceu.

Pentru a evidentia calitdtile metodei noastre vom prezenta mai
intii, prin intermediul a trei exemple, cliteva din metodele care au
la baz¥ efectuarea unor artificii.

9 Metode curistice de rezolvare a sistemelor circulare

Un sistem de n ecuatii cu n necunoscute X, ,Xa, ... %, B® numeste
sistem circular dacl prin orice permitare circulard a
necunoscutelor in ecuatiile sale obtinem, dupd o rearanjare a lor,

acelagl sistem.
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In cazul n=2 sistemele circulare sunt de fapt sistemeles
simetrice studiate in clasa a IXx-a.
Exemplul 1. ([5])

ax ge rezolve sistemul

© ox = pe2
¥
2
4 AT = BEv—
¥: -4

. 2z =_x+ji (Admitere Fac. de Matematicd, 1981}
X

Rezolvare. Pentru acest tip de sisteme nu existd o metodd

generald¥ de rezolvare, a se vedea [4] si [5]. Cititorul se poate
convinge ugor od metoda substitutiei nu poate fi aplicatd {conduce
la o ecuatie de gradul GL).

METODA 1.

Evident avem %,v,zeRA\{0). Dacd, spre exemplu, %20, atunci din
ecuatia a treia rezultd z»0 gi apoi, din ecuatia a doua, v,
Agadar avem sau x»0, y»0, 2»0 saun x<0, yvol, =<0,

Tratdm primul caz. Din inegalitatea

ai+h? = 2ab ,

wvalabil¥ pentru orice a,beR, deducem pentru a-:#?:si_b=4.3 i
¥

2
y+— 2 2
¥ Ve

care, tinfnd seama de prima ecuatle, ne diI x&ﬁ? :
aistemul fiind circular, analog deducem pzyZsizz Ve -
Adunim acum membru cu membru Loate ecuatiile sistemulul 51 obtinem

X+y+2 = 2{.}-+i+l}
X ¥y =

cum x>0, v»0 si z»0 rezulld



TR JO% . B W
X - T va z Ve
deci
32 g x+yez = 2{i+_1-+.-:|.;} £ 2+3-_1. = 32
X y = V2

care impune
X+y+z = 32 = (x-2) + (y—/2) +(=2-42) =0,

i cum in paranteze avem mirimi pozitive, egalitatea cu zero Aare

loc dacX¥ si numai dac¥ x=y=2z=/2 . unica solutie pozitivd a

gistemului.

Dard x<0, v<0, 2<0, obtinem In mod analog solutia x;y:z:—{i 2
Agadar sistemul are doud spolutiil

{ﬁrﬁ- ﬁ} a1 {_'h"rﬁ: "'il'rir _ﬁ} .

METODA 2.
Tratim tot caznl x>0, y»*0, z>0. Din prima ecuatie obtinem

yi-2xy+2 = 0
de unde, tindnd seama cd x/2 ; deci ﬁv=x3—220.
obtinem

¥iz = K&y X -2,

Deparece pentru x»/@ avem x—yx2-2¢y/2 {bx—ﬁ{yl'xi—z = x?-22x+2<

¢x2-2 = x>/2Z) §i y»y2 acceptdm doar radicina

¥ = x+/x2-2 .

In mod analog obtinem



z = y+fyi-2
x= .'E"-!.I'E"-ﬂ :

Aaduniand aceste relatii memebru cu membru rezultd

YxT-2 + -2 + fz2-2 = 0,

care impune x*-p=0, adic¥ x=/Z . g.a.m.d.

Cbservalie.
amindoul metodele expuse aici pot fi utilizate la rezolvarea

sistemului de aceeagi formd dar avand n necunoscute [5].

Exemplul 2.

88 se rezolve sistemul

Xi4Gx+d = ¥
yEi+5y+d = Z
zisfr+d = X {Prelucrare dupd E:10349, G.M. 10/19591)

Regolvare. Putem prelua de la Metoda 1 ideea insumdrii

ecuatiilor. Obtinem

xiedx+d +yiedyrdrziedzed = 0

adicd

(x+2) 2+ (p+2)23+(242)2 = 0,

deci in mod necesar x+2=0, care di¥ x=-3, g.a.m.d.

METODA 3.
putem Incd s¥ prelucrdm direct ecuatiile sistemului preluand

din consideratfiile anterioare ideea restridngerii pitratului unul

binom astfel ci prima ecuatie se scrie
(x+2)% = y-X

de unde deducem w-x20, adicd x<Y.

In mod analog deducem v<z i zzZx, prin urmare



X2V X,

adicd x=y=gz. Din prima ecuatie rezultd acum
xE24Ex+¢d = X = (x+2})8 =0 = x = -2, &8CC.

Obhservatie. Cu amindoud metodele expuse aici se poate rezolva
sistemal 5i In cazul a n*3 necunoscute.
Exemplul 3.

Rezolvall sistemul

x = Jy+d5s - Jy+5

y = yZ+45 - {245

z = Jx+d5 - x+5 tPrelucrare dupf pr.l17, [1])
Rezolvare.

Nici una din metodele prezentate anterior nu poate fi aplicatd
Fu encces in acest caz {cititorul se poate convinge!). Sugerdm tTot
rititorului &3 caute un artificiu adecvat arestuli tip de sisteme
~ireulare. Noi nme vom indrepta atentia inspre g¥sirea unel metode
unitare de rezolvare a acestor probleme, plecind de la ideea

folosit¥ in cazul metodei 3.
Dac¥ notdm,corespunzitor exemplului 3,L£x]=x2+ﬁx+4, atunci sistemul

poate fi scris sub forma
fix) =¥
fly) =z (1}
Fi(x) = x

i parcurgind metoda 9 ghserviEm X in final am ajuns la rezolvarea

ecuatiei

fix) = x . i)

rare este de fapt o problemd de punct fix gi care ne-a furnizat

solutia sigtemalui.
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0 astfel de abordare apare in [2] si [3] dar acole sunt date
doar cateva criterii de excludere a punctelor fixXe care nu sunt
solutii ale sistemului, £8rd a se aprofunda ins® partea
constructivd a metodel.

3. Principiul punctului fix.

in acest paragraf ne propunem s prezentdm, doar iIn cadrul
restrans al functiilor reale, elementele teoretice necesare
reducerii oric¥rui sistem circular de tipul (1) la o ecuatie de
forma (2}, dar inform¥m cititorul c¥ aceastd frumcasd teorie poate
fi fAcutd intr-un context mai general, a se vedea [7].

Definitia 1.

Fie f: & = R, AcR o functie datd. Un numdr aeh se numegle

punct fix al functiel f dacd

fla) = a .

NoLim cu Fy multimea punctelor fixe ale unei functii £. Mulfimea F,
poate avea unul sau mai multe elemente, dar poate fi gl vidd dupd
cum aratd
Exemplul 4.
a} Functia f: R - R, Fix)=x"+5x+4 are un singur punct fix,
Fe=1-21;
b} Functia f:R - R, fi{xi=x
e} Functia £: R - R, f(x)=x+2 nu are nici un punct fix, Fe=a.

R—ER are doud puncte fixe, Ff=[ﬂ,2!:

Interpretare geometricd

Pentru functiile reale, considerate de noi in aceastd lucrare,
multimea Fg coincide cu multimea punctelor din plan In care
graficul functiei taie prima bisectoare a axelor de coordonate,
cH¥ci ecuatia {2) este echivalentd cu sistemul

y=x
y= fix).

Este clar cf pentru functia identic¥ f: R - R £(x)}=x, avem F,~R.

Fie, in continuare, AcR gi f: A - R, o functie datd. Notdam



fo = fofe, of
L_____q___,.f
n ori

Ne vor fi utile cateva proprietdti ale multimii punctelor fixe.
Propozitia 1.
Dac¥ aeF;., atunci a€F,. ,¥Y neN.n>1
Demonstratie.
agF, = flaj=a = f{Lf(a})=f{al

decl £2{a}=a, 5i continudnd procedeul. cbfinem " (a)=a.
Observatie.

O consecintd a propozitiei 1 este faptul cd orice solutie a

aecuatiel
flx) = x (2)

este solutie a ecuatiel

rfoix) = x. (3)

Sz pune intrebarea natural¥ dacd¥ are loc g§i reciproca acestei
afirmatii. UrmStoarea propozitie indic¥ o situvatie cdnd acest lucru
se intdmpli.

Propozilia 2.

Dacd Fsn = lal, nzl, atunci F, = lal.

NDemonstratie.
Dacd Fe. =lal rezultd cX fMfa}=a §i a este unicul punct fix
al lui 2. Avem atunci, pe de o parte
f~1{a) = £o(fla)},
iar pe de altad parte
l(a) = f(f"(a)) = £f(a),

prin urmare

£fa(fla)) = Fla).



deci f{a)€Fy: §i cum F,. ={al ., rezultd fla)l=a, adicd aefFy.
Dacd ar mai exista heff, bea, atunci ar urma, pe baza propozitiei
2, beFy; , adicl bwa, contradictie.

Agadar

Ff=ia}-

Cbhservatie.

Conditia ca fl 2% admit¥ un singur punct fix este egentiald in
propogitia 3, aga cum aratd

Exemplul 5.

Fentru functia f:{1,2,3} - [1.,2,3}, datd prin £(1)=3, f(2}=2,
£{3)=1, avem Fg={21, dar Fa =11,2,3}.

Observatie.

Pentru a obtine meteoda promis¥ de rezolvare a sistemelor
circulare avem nevole 83 gstim In ce condifii asupra lul [, f% nu
mai are alte puncte fixe in afara celeor ale functiei f, adic¥ ne
interesecazd s obtinem conditii suficiente pentru ca

F.n = F;, pentruorice neN, nm»1.

Propozitia 3.
Dacq £: A - A (AcR)., Fy=lal i f esle crescdtoare, atunci

an - {a i‘; I:'EHEIU E}Ijﬂg ﬂENp ﬂ}l-

Demenstratie.
Fie beA, bea. Vom arfta c¥ bfFe. -
Deoaraca F[-[a] , rezgultd cd fi{b)sb. Fie, spre exemplu f(b):b,

Cum f este crescitoare, rezultd

F(FiP)) = F(B).
adic¥ f®(b}zf(b) gi cum f(b)»b, rezultd
£2(b) » b.

Procedind la fel, obtinem



fo{b) > b, deci b§F,a.

Dacd fib)<b, atunci fX{b)sf{b)}<b, F.a.m.d.

Observatie.

Concluzia propozitiei 3 nu se pdstreazd dacd f este
deserescitoare (51 neconstantf) aga cum arati

Exemplul 6.

Functia f: R - R, f(x)=-x, xeR, este descrescitcare gi Fy={0}
dar f?E.‘.-:ll=x. prin urmare [Fp = E .

Propozitia 4.

Dacd f: & = & (AcR) ., an{ai g5i

E{x) = (fix)-x) (x-a) > 0
pentru orice xeA\lal, atunci F..={al .

Demonstratie.
Fie beA, bgl'y. Rezultd fib) b, adicd fi{b)>b sau f{b)<b.
In primul caz, cum E{b}>0, rezult¥ bra. Agadar

fib)>»bra, adica fib)>a.
Mai departe, din E(f(b})=[f2{b}-£(b)]-(£(b}-a) > 0, deducem
fE¥(p) » £(b) > a,
5i procedénd analog, obtinem
FA{B)>FRL{B)>...2F(b)>a,

deci bé¢Fea -
Dac¥ fib)<b, atunci cum E(b)»>0, rezultd b<a, adicd

fibl< b < a,

care ne conduce, avind in vedere c8 E(fib)):0, la

Fi(b) ¢ £(b), =.a.m.d.



10

Observatii.

1} Este ugor de wvHzut cd propozitia 3 este continutd In
propozitia 4, cdci dacd f este crescdtoare atunci El(x)2>0, ¥xeA\ial.
Superioritatea celui de=-al doilea rezultat constd in faptul ed £ nu
trebuie 58 fie in mod necesar monotond.

2) Toate notiunile prezentate pind aicl presupun cunostinte
pdnad la nivelul clasel a IX-a, unde apare mai frecvent necesitatea
rezolvdrii sistemelor neliniare. Demonstratia urmdtorului rezultat
se bazeazd pe cunogtinfte de analizd gi este fundamental In
matematicile superioare, dar prin enunt este accesibil la nivelul
clasei a IX-a.

TEOREMA 1. (Principiul contractiei)

Fie I un interval ipchis din R s5i fr I - T o functie care
indeplineste urm¥toarea condifie (numitd condifie de contractie):

existd un numir c, Osc<l, astfel incat

|£ix) -F(¥)| g c|x-v¥|. pentru orice x.yeIl. 1)
Atunci
F, = Fpu = la}, ael, pentru erice neN, n>1
Demonstratie.
Fie x,€Il, arbitrar. Construim recurent girul (x ) .o prin
X, = £f{x,}), nz0,. (5)

Deparece T{x}el, Wxel, rezult¥ ci x €T, VneN.
Vom arfta c¥ acest sir este convergent. Pentru orice n,peN avem

lxn-ﬁp_xnt = |xmp"'xmp-1+xmp-1_' S +.P|:'n+_.l—.‘|:'n{ =

= |3mp_xmp-1|+|xmp-1' mp-zl"" D +Ixn.1-!|._x:|1| N
Apoi, luand x=x1lf1xﬂ} g1 Y=Xp obtinem din (4)
[£ix) -£lx) | = [x=%;| < e|xy-x|,

adicd
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l-x | < elxy -
gi apoi
|, =2, | < | -x;| < e -x,|.

Prin inductie deducem

|

n+1"xn| < jH'I-":; —Xy | r

care ne conduce 1a

|IE1‘_F_‘TH.1 5 {cmp'iq.cﬂ*_ﬂ'ﬂ‘. s an ¥ E} .|xl1-xﬂ| =

Dar

c”{l—cpl{ cs

Coh ™y, #gMP L =
1= i1=C

¥

rcum O0=c<l, rezulta

eatl
-t

prin urmare, pentru orice g»0, existd r=ri{e), astfel Incét

|%pp=%,| < &, pentru nxr =i orice peN.

Aceasta Inseamnf (a se vedea [6]) cd (x, ) este gir fundamental gi
cum orice gir fundamental din R este convergent Iin R, deducem cd

existd acR.

a = lim x_.
Tl

Dar :-:nEIr vneN 51 I este interval inchis, prin urmare agl.

Vom ar¥ta c3 a este unicul punct rix al functiei f.

Pentru aceasta avem nevoie s¥ ar&td¥m mai Intdi c& o functie care
indeplinegte o conditie de forma (4), cu cz0 (5i c nu neapdrat

subunitar) este continud.
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Intr-adevdr, folosind continuitatea functieil modul avem

lim |£f{x)-f{¥)| = |1im (Fix)-F{y¥))| = |F(x)-1im f{y}|
y-x y=x e
iar 1lim ¢¢|x-y| = 0, . prin urmare
i 4

|£{x) -1im F(y)| = 0,
=it

adichi

fix) = lim F{y), pentru orice xcI.
X

Folosind acum continuitatea functiei f i trecdnd la limitd In
relatia (5) obtinem

a=1imx,, = lim f(x,) = £({lim x,}) = £{a),

D= T =

deci aefa.

Vom ardta o8 a este unicul punct fix al lui f. Presupumem, prin
absurd cH ar exista beIl, bwsa, astfel incat beF,.

Rezultd atunci £{(bl=b, flal=a i luind x=b, v=a In (4} deducem

|E{b) -£lal| = |b-a| < c|b-a],

adicd

Ib-ﬂl'fl-c} 4 ﬂr

contradictie, cdci cfl.
Agadar Fg=lal. Rezultd cd A€Fs -

Pentru a arfta cd Fye ={a} =3 observim cf din {(4) obtinem succesiv

|£7(x) -Fo{y) | < o £71(x) -£71 (¥} |<. . . <0 ™|x-¥],

adich
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|E={x)~£2(¥) | < c®|x-¥|, ¥ x, yeI,
deci dacd am presupune cd existd bra,beEF,s . ar rezulbta
contradictia
|b-a| < c®|b-al.

Teaorema este complet demonstratd.
4. Metod¥ unitar¥ de rezolvare a sistemelor circulare
Fie acum un sistem circular scrig in forma generald

[ F{x)

¥

1]

fiy) = z

=

FiE) u

| flu) = x

avind n ecuatii si n necunoscute.

Metoda substitutiei ne conduce la

xu £flu) = F(E(L)) = £A(L) =,..= ™ (3) =
= 2 (f{y)) = £y} = £ {f(x)) = £7(x),

adicd la o ecuatie de forma

x = F2(x}, (3}

pentru fiecare din necunoscutele X, ¥,2,...,.t,u.

Agadar dacH (X, ¥¢Zy.v.sE,u) es5te o solutie a sistemului (6},
atunci X, ¥.Zs...,6,2 sunt solutii ale ecuatiei (3}, adiecd, in
termenii paragrafului precedent, sunt puncte fixe ale functiei
Rezolvarea ecuatiei (3} este foarte dificil¥ sau chiar imposibild,
chiar gi in cazul particular al exemplului 1, spre exemplu, unde

Hix)

a
fix) = & gL gi fix) = X 2, _2x , astfel cd expresia lui £
2 X 4x  x?+2

nu permite rezolvarea ecuatiei (3).
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rheia metodei noastre este dat¥ de fiecare din propozitiile 3
51 4 §i teorema 1, care ne indicd gituatiile In care ecuatia (3)

este echivalentd cu ecuatia

x = £{x}.

gi care, spre deosebire de (3), este foarte ugor de rezolvat.
Agadar metoda noastrd comportd parcurgered urm¥toarelor operatii.
Pasul 1. Aducem sistemul circular la forma (6).
gezultatul acestui pas este determinarea functiei £.
pasul 2. Aflam punctele fixe ale functiei £, deci determindm
multimea Fg;
Pasul 3. Ardtdm c& Fe. = Fg¢

Pasul 4, Solutia sistemului este atunci

(a,a,....8), aEF;.

APLICATIL
1. 85 se rezolve sistemul din exemplul 3.

Rezolvare.

in acest carz avem f:[-5,+=)=R, filx) = JxX+E5—/x+5 .
Punctele fixe ale lui f se obtin din ecuatgia

X = #x+45—-,."x+§

care se obhservd cX admite solutia particulari x=4. Ecuatia poate fi

scrisd sub forma

40
o =
YX+HAS +/+5

in membrul stdng avem functia strict cresciitcare gi(x)=x iar In
membrul drept functia fix) care, se dovedegte, prin aceastd
scriere, a fi1 o functie strict descrescdtoare.

Din considerente grafice rezultd atunci c¥ x=4 este unica solufie
a ecuatiei, deci Ff-lék,

Deparece £ este strict descrescdtoare, propozitia 3 gi propozitia
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4 nu pot fi aplicate. Prate fi ins¥ aplicatd teorema 1.

Pentru aceasta, observind cd f£(x)20, WYxe[-5,+=}, vom lua restrictia
ei la intervalul I=[0,=), pe care o notdm tot cu f.

83 ardtdm cd f:[0,=}~+[0,=) Indeplineste conditiile teoremei 1. Cum
intervalul [0,w=) este inchis mai trebuie sd ardti¥m c¥ f satisface
conditia de contracfie (4).

Avem

|[£{x) -Fiy)| = |[VEHEE - JF+35-{yx+5 - J¥+5) | =
- r X=¥ - XV t =
,'.l_:-:+35 & 1.!'_1.."4-35 1|".H'+5 + 1,.'_-|..r+5
1 - 1 ] i
Jx+45 + Jy+45 JE+E + Jy+5

= |x-y||

Folesind acum proprietitile modulului 5i faptul cf¥ x,vel avem

1 1 1 1

i{x+45+{y+45 ) ¢315+J?1§J G lfx#45+{y+45| b ldETE+{F?5| *
: 2,,:T5 ’ 3:‘5 '
agadar
|£i{x) - £{3) | £ e|x-y| , ¥ x,¥vel,
. - 1 1
unde ¢ = 2/a5 + 25 <1-

Prin urmare, toate condifiile din teorema 1 fiind iIndeplinite,
rezultd

F_f:l=“};

deci unica solutie a sistemului este (4.4,4).

Notd. 1. Este ugor de vAzut cfd rezolvarea este aceeasi 51 In
cagul cdnd sistemul are n>*3 ecuatii (51 neconuscutel.

2. Pentru egistemul din exemplul 2 avem

fix) = x¥+5x+4, cuF, =1{-2 |,

gi cum I=[-2;+=} este un interval Inchis cu proprietatea fix)el,
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pentru orice xgIl, cdci
Fix) = (x+2)3+x z x -2, ¥V x€I,

considerfind restrictia £: I - I a lui f gi aplicénd propozitia 3 (f
este strict cregscdtoare) rezultd

Ff:l - 1‘2 .I-p

deci unica solutie a sistemului este (-2,-2,-2}).
3. Peptru sistemul din exemplul 1 avem

fix) = §+ gl F,=I-/Z, yZ L

wle

consider®m wmai Int8i restrictia f; a 1lui [ la intervalul

I:[fﬁ_m} . fum f este strict crescitoare pe acest interval,

rezultd pe baza propeozitiei 3 ed F},--[JE} , pentru orice nrl,

deci unica solutie a sistemului pe I este (yZ,4Z,/2)
Lufind acum restrictia f, a 1ui f la intervalul I=(-=, -/2] obtinem
o8 (-2, -y2,-/2) este unica solutie a gsistemului pe multimea

(-w, 2] . Cum f nu are puncte fixe in intervalul (—v2.42) .
rezult¥ cfd sistemul are doud solutii.

4. 88 oe rezolve sistemul

2x*-Tx*+8X-2 = ¥
2y¥-Tyi+8y-2 = z
2z3-71z%+82-2 = X {Matematika v gkole, 1985)

Rezolvare., Avem filx) = 2x*-Tx?+Bx-2 5i Ff='P%r1;3!-

Lufim I, = f-w'%] . . Dooarece Fi{x) = 6x%-14x+8 = 2(3x-4) (x-1) avem
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£'i{x)>»0 pentru xell, deci aplicénd propozitia 3 rezultd ci .%

este unicul punct fix al 1lui f" pe 11'

Prin urmare unica solutie a sistemului pe I, este L%,.%_.%],

Lufm acum I, = L%wil gi cum £°(x)>0, pentru xeIl,, rezultX

f{xi}flégl 51 Flxy=£f(1) . pentru orice x€l,, adica

fl{x]lEt—%-,:L] . pentru xegl,.

Putem considera deci restrictia lui f la TE' fﬂ: I2 -+ IE’ cdreia §i
aplicim din nou propozitia 3.

Obtinem astfel solutia (1,1.1).

In sfdrgit, ludnd I,=({2,w), avénd in vedere cH iarfgi f£'(x)>0
pentru Xelq. deducem f(x)z£{(2)}), pentru XEL,, adicqd fix)z=2.

Prin urmare restrictia fy a lui £ la I, satisface propozifia 3,
deci (2,2,2) este unica solutie a sistemului pe [2,e).

Agadar sistemul admite solutiile:

{%%%} CLyd, 2y, (2221

Notd. 8istemele circulare considerate de noi admit numai

solutii de forma fa.a.al, cu aefg.
Propunem in incheiere cititorului, elev sau profesor, sid compare

eficienta metodelor prezentate In aceastd lucrare pentru fiecare

din exercitiile propuse urmitoare.

5. Exerci{ii propuse.

5 b1 x+by? = a

n

1. x*-y

5 y+bx?® = a

yi-x
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x? = ax+by . 4. x? = Sxe+y
¥* =x+5y ¥3? = x+5y
X442y = 4 B. x = yi-3y
visdy = 4 ¥ = -3x+x3
x+y? = a 8 [‘ L = 2
¥ a
_x2+ = 3 1 +i = i
= % a
.E‘J—Efﬁ}-"—l—l = 0 10. " X -piax-1 =10
yi-2/2x-1-1 =0 ‘L yil-xdsy-1 = 0
"X = zr% 12, |" 2x+xiy = ¥
¥ = x+2 l 2ysryiz = 2
x
. 2 [ 2
E o= Je— Z2E+EX = X
¥
x = 2wf1+y? 14. ( 2x? = (xi+l)y
¥ = 2zyf1+27 2y? = (yiel) =
z = 2xf1+x? 1 2z? = {2¥3+sl)x
2y-x¢ = 1 16. ¥o+yox?i-2x = 0
1 2z=-y% = 1 zi+zfyi-2y = 0
2x-z¢ = 1 | x5+x528-22z =0



17. yi-9x3427x-27 = 0
23-9yE+27y-27 = 0
Xx¥-9=z24272-27 =0

19. [fax-by? = ¢

i
N

4 ay-bz® =

| az-hx?

21. [ f1-x%F = 3y-4y?
1-y* = 3z-427

1l-= Ax-dx?

#
L

( (x+2) {2x+1) =9z
{y+2) (2y+1) = ox
(z+2) (22+1) = 9y

23.
25. J’Exﬂr—a}

=1

2y(z-a) = 1
f2z(u-a) =1
[Eu{x—a,‘l =1

c ar0, b0, o0 .
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18.

20.

22.

a4.

a6 .

| x?-3az?+33%z-g8%

vi-Jax®+lagix—g3

z'-3ay?+ialy-a?

"'_x-}i = 8
¥
1
t= = a
T
1
| E"‘E = a
" y+x? = 3x(1+xy)
i zZ+y?t = 3y(1+zy)
| x+2z? = 32(1+xz)
~ax-bly| =
« ay-blz| = ¢
| az-blx| = ¢
[ 1+x? = 2y
1+y? = 2=
} 1+z% = 2u
3 i
L 1+u = 2x




aT.

28.

29.

3d.

EUHF}I

R o
y= Eimz}
4

: Al
z 2[u+u}

=1 1
u 2'[.-":+ )

_ax,-bxl = ¢

Fa_:ri-r,bxl-c - X,

axf+bxh+c = X,

i =
\ axp+hx +c = x,, a=0

Exﬁ—l

L
i

-----------

20

In acest caz sistemul are

a) Bolutie,
b} Bolutie unicd?

(Olimpiada Tnternat. de Mat., 1968).
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Determinati solufiile strict pozitive ale sistemului

31.

33.

Fie neN,

35.

" 1-x

X

--------

xf < ax, +b

(a>0)

3z, "xl+?l = 2x,
J 2
Hpt— = 2x,
*a
2
Lﬁh+:a-= 2x;

4. [ 1+x? = 2x,

n? i a,beR. 85 se arate cf sistemul de inecuatii

are solutie unic¥ in R" dac¥ 5i numai dacd a®+4b=c.

{Concurs probleme cu motta, G.M. 6/1987)
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THE CONTRACTION MAPPING PEINCIPLE APPLIED
FOR SOLVING NONLINEAR CYCLIC SYSTEMS OF EQUATIONS

ABSTRACT. In this paper we give a method for solving cyclic

svatems of egquations, i.e. systems of the form

x = Fly)
y = F(z)
t = f‘I} Y

with f a given real function, by means of some elementary fixed

point results.
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