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STRUCTURLI ALGEBRTCE TERNARE DEFINITE
PE PUNCTELE UNEI PARABOLE

Maria 8. POP

Prin structurd algebriecf intelegem o multime pe care s-au
definit un numir finit de legi de compozitie gi de relatii Impreuny
cu proprietitile lor. O lege de compozitie poate fi o operatie
binarf, ternarf, ..., n-ar¥. In lucrare se prezintd unele exemple
de structuri algebrice definite pe multimea punctelor unei
parabole, structuri care le generalizeazd pe cele clasice de
semigrup, monoid, grup, prin inlocuirea operatiel binare cu una
ternarf gl formularea axiomelor astfel Incdt fixdnd un element, in
operatia ternard, operatia binard obtinut¥ s8 defincasced pe acea
multime structurile algebrice obignuite.

Primul paraqgrat ArS  un caracter introductiwv, in al
prezentiindu-se notiunile care wvor f£i exemplificate in cel de al

doilea paragraf.
§ I. DEFINITII

Definitia 1.1. Fie A o multime oarecare. Se numeste cperatie
3

terpar& in multimea A, o aplicatie "e" a produsului cartezian A" iIn
a
A, =5 A

notatd prin (aj,ap.a,), se numegte produs, far elementele a;.a, gi

= A, Imaginea sistemului de elemente [al,az,aj}Eﬂ3 prin "a"

d4 5€ numesc factorl.

3

Definifia 1.2. Operatia o: A = A se numeste asociativd dacd

pentru orice a,EA; i=1,F avem
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Perechea (A,e} unde "e¢" este o operatie ternard asociativi se
numegte I-semigrup (semigrup ternar).
Observatia 1.1. Dacd (A,-) este un semigrup obignuit atuneci

definind operatia ternard "e" pe A:

{alr&_;ragnu =E_1_+ &21 ‘E_qf &iEA; i*l.ﬂ.:‘! £

perechea [(A,e) este un semigrup ternar numit extinderea ternard a
semigrupului (A,e}. Nu orice 3-semigrup este extinderea ternard a
unui semigrup obignuit.

Invers, dac3 (A,»} este un semigrup ternar, atunci definind
operatia binard -: AE - i xy=(x,a,y), ., x,veA 5i aeA fixat,
perechea (A, -] este un semigrup numit reducerea binard a lui (A,e)
in raport cu elementul a.

Comutativitatea operatiei binare se geoeneralizeazd in doud
moduri, introducénd not iunea de comutativitate gi
semicomutativitate.

Definitia 1.3. Un 3-semigrup (A,e] se numegte semicomutativ

dacd pentru orice 8).,8,,84E0 avem
{ay,8;,8,), = {8y, 85,8, (2}
51 romutativ dacl pentru orice permutare o a multimii {1.2,3] avem
(8ys@ard@y). = (Bap0r Boqzs Bgym ). (3]

- 2o *
Spre exemplu, operatia definitd pe R :

2y,
ay

{'ﬂlrﬂgr'ﬂj}- -

este semicomutativa.
Definitia 1.4. Un element e al wunui 3I-semigrup (A,e} se

numegte unitate dacd pentru orice agA avem
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(a,e,@),= (e,a,8), = (e,8,8), = a {4]

Definitia 1.5. Un 3-semigrup {(A,s) se numeste F-grup sau grup
ternar dacd pentru orice a,b,ced fiecare din ecuatiile

{a.b.x), =& (5]
{a,y.b), = o {6}
{z,a8,b), = ¢ (7

au solufie unicy,

Observatia 1.3. Definitia 1.5 generalizeaza definitia grupului
ohignuit ca un semigrup (A,e) in care ecuatiile x-a=b; a-y=b au
solutie unicd, oricare ar fi a,beA.
cpre deosebire ins¥ de cazul binar in care aceastX definitie este
echivalentd cu aceea de semigrup iIn ecare exist¥ element neutru
(unitate) gi fiecare element este simetrizabil {inversabil, 1iIn
notatie multiplicativd), fn cazul ternar existd J-grupuri fIrs

element unitate sau care au mai multe unititi. Spre exemplu, pe

multimea Z, =18,1} se por defini dou¥ cperatii ternare comutative

i asociative "o, &": Ef - Z, astfel:

(3y,8;,8,), = a,+a_+a,

deci

(6.8.6), = 8; (8,1.0), =8; (B,6,8).=1%; (f,£.8) =1

(a,.a,,a,), = a +a,+a,+1
2 AF - 1 z 3

adicy
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(6,6,6), =1; (6,1,1), =1; (6,6,9),=86; (1,1,1), =6

e verificd of {ER,GI gi tEE,*] sunt 3-grupuri comutative,
primul avind dou¥ unititi, iar cel de al doilea nici o unitate In
sensul definitiei 1.4.

Definitia 1.6. Daci (A,e} este un 3-grup §i aeA, atunci
solufia ecuatied

(a,a,x}, = a (8}

e numegte element transversal lui a gi se noteazd prin 3 .

Relativ la aceastd notiune se demonstreazyd

TEOREMA 1.1. Dacd (A.e) este un grup ternar 5i & este

tramsversala lui agd definitd de ecuatia (8), atunci:
1® {iiaia}i' {EIEIE}. - {J;J;E:I_ = 4 I'lg_}
(elementul transversal poate ocupa orice loc In egalitatea de

definitiel ;
Iw pentry orice Xl avem

(g,a.x), = (a,a8,x), = (x,2,3), = (x,8,8), = x : fI1o)

3° 4) = &

{transversala transversalel unuf element coipcide cu acel element)
4e solufiile ecuatiilor (5)=(7) pot fi scrise cu ajutorul

elementelor transversale ale luil a g1 b astfel:

x=(5,4a,c¢c), f11)

respectiv

¥y = (a,c. b, f12)
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5¢  Intr-un grup ternar, elementul aeA este unitate dacd si
numai dacd a@=a , iar transversala produsului este egald cu

produsul transversalelor.
Definitia 1.7. Dacd (A,e] este un J-semigrup 5i ageA, are

proprietatea

(a,a,a)l,=a

atunci se numegte element idempotent.
Observatia 1.3. 8Se verified ugor cd reducerea binarX¥ a unui

grup ternar in raport cu orice element fixat a, al sSu [vezi
observatia 1.1) este un grup binar cu unitatea Z , transverszala
acelui element.

Definitia 1.8. Dacd (A,e} gi (B,*) sunt semigrupuri (grupuri)
ternare, aplicatia f:A - B se numeste omomorfism de semigrupuri

{grupuri) ternare, daci3 pentru orice 4,89, a3EA avem

f{ {alrﬂgrag}.]‘ - {f{al}rf{ﬂa}.fiﬂa}}. {14}

Un omomorfism bijectiv de semigrupuri {(grupuri) ternare se
numeste f{zomorfism.

Se demonstreazd wugor cd dacd f este un omomorfism al
grupurilor ternare (A,e} gi (B.*) atunci imaginea transversalei
oricirui element aeA coincide cu transversala imaginei lui a in B,
adics

f(a) = T{a] V¥ aca {151

Are loc deasemenea urm¥toarea afirmatie
TEOREMA 1.2. Dacd f: A - B este o aplicatie bijectivd gi
@2 Aj - A este o operatie ternard definitd pe A astfel fncdt (A,e)

o
este un J3-grup, iar cperatia *: B -+ B se defineste astfel

¥ b, b, b EB; by, by, by = fl{a,,a;,a8,),) unde a;, a, a,; sunt
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definite de relatiile fla;)=b, i=1,2,3, atunci (B,*) este

deasemenea qgrup ternar izomorf cu (A,e).
§ 2. GRUPURI TERNARE DEFINITE PE PUNCTELE UNEI PARABOLE

In lucrarea [2] Kuznetova introduce o structurd de corp pe
multimea punctelor parabolei y=x3, definind "“suma"™ respectiv
"produsul”® a doud puncte ca fiind punctul parabolei de abscisd
egald cu suma respectiv produsul absciselor celor dould puncte.
Pornind de la interpretarea geometricd datd celor doul legil de
compozitie in lucrarea [4] se df o generalizare pentru multimea P
a punctelor parabolei y=ax3+hx+c: a.b.ceR: a=x0.

In cele ce urmeaz8 vom da cfiteva exemple de grupuri Lternare
definite pe multimea P.

Exemplul 2.1

Fie operatia ternard e: P’ - 9 care asociazd oriciror trei
puncte M;.,M;.M, ale parabolei punctul M={M,.HM,.M,} e@ definit
astiel:

1® Dacd M).M,.M; sunt distincte gi tangenta in M, la parabolsd
nu este paraleld cu dreapta Hlﬁa. atunci ¢H],H3,ﬂ3h=M4 unde Hg este
punctul in care paralela dusd prin HE la ”1-“3* retaile parabola

(Fig.la}.
¥ A

My

0 b 'R Fig o
2a

2% DacHd Hl,ﬂz,ﬂ3 sunt distincte si tangenta in ]'-12 la paraboli3
esle paraleld cu M]Hﬁ' atunci IHI,HE,HEﬁ?=HE (Fig.1lbh);
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3% Dacd Mlﬂﬂatﬂz atunci EHI.HR,H1F¢=H4 ezte punctul in care
paralela dusd prin HJ la tangenta in M, la parabold retaie parabola

(Fig.le). 1
¥
M3
My
2" My
.F.f:g. 44
=
0 e x
Analog, ; a
4® Dacl H1=H21M3 atunci [HI‘M]'MSFP=M3:
539 Dacl M;#M;=M; atunci (M;.My,M,) =M,
6% DacH HL=ﬂH=H] atunci iH|.H}.H3}¢=H]
I
v A Me
My =My
i
Fig. fc -
=
2a

Are loc urmStoarea propozitie
Propozitia 2.1 Perechea ($P,¢) este un grup ternar semicomi=

tativ, Far¥ slement unitate, iromorf cu grupul ternar (R, %) unde

rxj,xg,xjj, = Np=XatXg. b’xjei: i=I d, 3.
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Demonstratie. Vom transpune algebric definitiile geometrice
ale operatiei "e". Fie M, (x;,v;)eP; i=1,2,3 si My#ty. Panta dreptei
H1H3 aste

Y=y lﬂﬂ;*bﬁa+ﬂi—{&xf+bma+c]

nm = m al{x +x)+h
X, -X, X=X, s

Paralela prin M, la M;M, are ecuatia

¥-3, = [al{x +x;) +b] {x-Xx,) .
Intersectdnd aceastd dreaptd cu parabola ob{inem
ax®+bx+c- (ax; +bx,+e) = [a(x,+x,) +b] (x-x,) .

0 gsolutie a acestei ecuatii fiind X=X, Corespungitoare punctului

M,, cealaltsa

X ® X =X +X, (16}

ne di abscisa punctului M, din situatia 1°.

In situatia 2® paralelismul tangentei in M, la parabold cu
dreapta MMy implicd egalitatea coeficientilor lor unghiulari,
adicid

2ax,+b = a(x +x,) +b

Sdau

X, = XXX, {17}

nanafﬁl;HSﬂHE, adicH X1 #Xy#X, Panta tangentei in M, la parabol¥
fiind 2axy+b, atunci paralela dusd prin M, la areastd tangentd are

ecuatia
¥-¥, = (2ax +b) (x-x,)

Intersectind-o cu parabola obtinem solutiile X=Xq CcOrespun-
zdtoare punctului M, g1 x=Exl-xE corespunzdtoare punctului
(My.My,Myye, in situatgia 3°.

In particular, deooarece pentru |TXgr Xg=Xq respectiv X)=Xa=%,
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din relatia (16} obfinem X=X, {X=X,) corespunzi¥tor situatiilor 4°(5®°
respectiv 67}, putem "unifermiza" definitia abscisei operatiel
ternare definit¥ pe multimea @ astfel:

dacd X; sunt abscisele punctelor My: 1=1,2.3, atunci abscisa
punctului (M, M, M.} este

X = X,~X.+X, . (16}

Se verificl ugor c¥ operatia ternard *: 13 o H [xl,xEijl, -

= X)TXptX, este semicomutativi, asociativd si cx ecuatiile

(x,m,n}), = p si (mx,n, =p

au solutie unicd oricare ar fi m,n,peR. Totodatsd (X, x,.x), = %, ¥cR
i Intrucdt relatia (x,e,e),=x are loc doar pentru X=e nu existd
element unitate (neutru). Am demonstrat astfel cX (R, *} este un
qrup ternar semlcomutativ, f3¥r3¥ unitate, toate elementele sale
fiind idempotente.

Decarece aplicatia f: @ - R care asociaz¥ oricdrui punct Mep
abscisa sa este o bijectie i contorm relatiei (16}

E{(M,,M, M), = K., = X -Xp 0 = (X ,x,X%),

aceasta demonstreaz¥ conform teoremei 1.2 din paragraful 1 ci&
perechea (P,e) este grup ternar.
Observatia 2.1. Dac¥d fixfm punctul M, In ¥V, virful parabolei,

adici EW—-;’,-nf%j unde ﬂ=h2—4aa, atunci operatia binari a:ﬂz_ [
a
My, = (M;.,V.My)  definegte pe multimea P un grup abelian ecu

unitatea v in care
= +i+
Lo a, = 5t tA

Am regdsit astfel grupul aditiv (@,e) definit in lucrarea [4].
Exemplul 2.32.
Fle My {x;,v;)e®; i=1,2,3 gi o: - P o operatie ternard astfel
definitd:
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(M, 8, M), = M unde x, - xl+,:l|:a+x]+f (183

Au loe urmStoarele afirmatii.
Propozitia 2.2, Perechea (f.0) este un I-grup comuptativ cuy o

singurd unitate, wvirful parabolei V.
Dacy HI,HEJHE sunt puncte distincte ale parabole;i aturnci
M= (M;.Ma, My} este simetricnl fatd de axa parabolei a punctului
My in care cercul determipnat de My Mg 5i My retaie parabola (Fig.2a)
Dacd ."':Fr=!':i'2 dtunci acest rcerc este tangent la Darabold in
punctul M; gi trece prin Mgy (Fig.2b).
Dacx .'fj.-'-Hj.:-Hj. atunci acest cerc este cercul de curbnrg

fosculator) al parabelei punctul My.

e _.-':-F
y | il
M My
Ma
My =My

M

! 7
0 v - £ .

,-':.-"?. 20 if'?_ 24

Demonstratie. 8e verifich ugor cd (P,e) este un I-grup comutativ cn

elementul neutru V. Pentru interpretarsa geometricX a operatiei

b a

ternare facem mai Intdi translatia K=‘T+z_g" r=F+d_a §1 scriem

eruatia cerculul determinat de punctele M (X, aX3)e® , i=1,32,3.
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Abscisa X, a4 punctului My in care acest cere retaie parabola se
determini ca solutie a ecuatiei:

Xtigixd X ax?® 1 b xdig g
Xij+a’xt 1 X, axi 1 XXX
Xealxt  x ax 1 =0 sau XX xa =0 {19}
X+a’xy X, axy 1 o o A |

Deparece In ecuatie lipsegte termenul In I3, suma rdddcinilor
ei este O de unde avem Hfl='ml+xz+333 » iar simetricul M al punctului
My fatd de OY are abscisa Ay=X+tX,+X,. Revenind la vechile

coordonate deducem cf X, = 31+I;+Hg.+£ » Ceead ce era de demonstrat.,
a8
Fie M;=M,=M.ef, M; de abscisi® x_ si M=(M, .My, M), adica

x'=3xu+_*:' - Beriind ecuatia cercului osculator [3] paraboled

v=ax? in punctul Hlfxﬂ,aﬁ} unde X, =J¢u+-% . avem:

TP 1 5 B ) (1+4a2x%)’
(X+423X7 )+ (¥ e =

Intersectind acest cerc cu parabola, obtinem ecuatia
X -eXix?+8X X-3X = 0
cu rddécinile K1=12131=xn gi X,=-3X,.
Simetricul M al punctului zﬁ{,{"axf} fatd de axa parabolei are

b

abscisa X, ®=3X, sau revenind la wechiul reper x.=3x +2>= , Capa ce
M =0 u‘na

demonstreazd complet afirmatia din enuntul propozitiei 2.3.
Observatia 2.2. Operatia ternar¥ "+" anterior definiti

reprezintd extinderea ternard a operatiei binare @ din lucrarea [4]
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ge verificd ugor ci (M, @M, @M, = (M), Mo, Ma) .
Formulati In limbaj geometric aceastd observatie.

Exemplul 3.3. Pe multimea G=P\[V] a punctelor diferite de virf
ale unei parabole definim operatia ternard []: G° - o,

1} Dacd M; .M,,M,e@ sunt puncte distincte, atuneci [Hl,HE,H1]=!~i1
este punctul in care dreapta determinatd de M, s5i punctul M de
intersectie a axei de simetrie a parabolei cu secanta MM, retaie
parabola (Fig.3a):

2) Dacd Ml'HjiHR-ﬂtunEi [H],erH1]=M4 este punctul care dreapta
determinatd de M, 51 punctul de intersectie Mp a4l axei de simetrie
a parabolei cu tangenta in M, la parabol¥, retaie parabola (Fig.3h)

3 Daci Mlﬂhzﬂd3 respectiv HliH2=M3 aturnei [['11..!'«!1,]"!3]-[']3
respectiv IHI,HE,HRJ=H1:

4) Dac¥ M;=M,=M,, atunci [M],Hl,ﬂl1=H1,

Din definitia dat¥ rezult¥ imediat semicomutativitatea acestei

operatlii ternare.

- v 2
v
",
My
My= M
Mg | vt
|
| Mg
M
- b/ %
- ° £
¥ B 3ozl 1
24
. - . Mo
?_.-f?_ Sor I F.rg' zh

Propozitia 2.3. Perechea (G, ]! este un qrup ternar

semicomutativ o ecn  toate elementale idempotente, fXr¥ unitate,
izomorf cu grupul ternar (&, e) unde .ﬂ=l\Lw§%} iar operatia

o Ij ~ & se defineste astfel
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Xyt (%340 »
(2, %, %), = ; x,6R; i=1,2,3,
o -y
% 24
Demonsiratie.

e veritic¥ prin calcul direct eof oricare ar fi xielr i=]1.5,

aveam
(2,2, %), = (x, (3, x,3x).,.x.), = (g Xy, (25, %, %)), =

2
xﬂaxﬂz—i (X 202, X+ 2, 220, ) +‘—f; 2y =20y 420 = Xy 4 55

b b
fi'ﬁg"’—ai} '[.i'ﬁ +E

adicd operatia "o" este asociativi,

De asemenea Iy eXg o mqd=lxy, x5, 20, 5i (x,x.%) =x VxeR ceea ce
ne aratd cd fiecare elemnt al lui R este idempotent. Ecuatiile
(%, Xg,Xq) j=xp; (%).X, %4} =Xy au solutiile X=Xy, %q.%X), Tespectiv
X=Xy XgeXq) g7 W *;€®; 1=0,3 i prin urmare (M, e) este un grup
Lernar semicomutativ cu toate elementele idempotente.

Fie acum punctele Hi{xi,yfa?:fth;icﬁci; xiiz—‘i; i=1,2,3 distin-

cte, apartinind mulfimii G. Dreapta MMy intersecteazd axa de
simetrie a parabelei in punctul

S b DA
M, ( 55 AKX, Etxﬁx;Hc Za]

Prin ealcul direct se determing cd absecisa punctului in care
dreapta MaM, retaie parabola este tocmai {xl.xz,xaln‘

Dacd punctele Ml.qi ﬂ3 colncid, dar sunt diferite de My, atunci
tangenta la parabol¥ in Hl{xl.yll intersecteazd axa de simetrie a

rarabolei in

O A 3 o i
-M,-': 2.&' - b o hxj_"'l:-' E.ﬂ:l

Dreapta MM, retaie parabola punctul My (Fig.3b}) a cHrui

._11‘.!5'!'..'15 Er
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a, b, __b
#i+:;xi 2a
b

o P
' 2a

coincide cu (x;,%,.%,),. Am demonstrat astfel cX abscisa punctului
[M).H;.M;] este tocmai (%0 %q.%) .

Intrucdt (M) .M, Ma] = [Mg.m,,My] = My analog relatiei
1xlrxl.x3}P = tx3.x1,x1},=x3 51 [leﬁl’H1]=M1 asemdndtor cazului
(x).%%)) ;=x;, unificidnd toate cazurile deducem c& aplicatia
bijectivd f: ¢ - R care asociazi fiec&rul punct al parabolei

diferit de varf abscisa sa, are proprietatea:
FlIM,.M, M]) = {fue‘,,l,fﬂzl',]',f{H,Jl,; "F’HIEGI; i=1,2.3

i conform teoremei 3 din § 1 rezult¥ cX (G,[]}) este grup ternar
semicomutativ fAr¥ unitate, cu toate elementele idempotente.
Transversala fieclrui punct coincide cuy el insugi iar solutiile
ecuatiilor [M,M,,M,]=M_ respectiv M=[M; M, M,].

Indic#m cititorului s% transpun& in limbaj qgeometric
asociativitatea operatiei ternare [ 1 ce conferd punctelor
parabolel diferite de v&rf aceastd structurs algebriea.

Observatia 23.3. Fixind punctul My In punctul E de

abscisd 1&=1—?£% ge obtine operatia binarf @ definits pe multimeas

P ITV] in lucrarea [4], adicXk [Hl,E,H3]'HlmH3,
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ALGEBRAIC TERNARY BTRUCTUREE DEFINED
ON THE SET OF POINTS OF A PARABOLA

ABSTRACT. In this paper three examples of ternarv groups = on
the set P of the points of a parabola - are given:

1. (P.*), where #*: P - P is a ternary semicommutative
operation defined as follows:

- if M, #Mo#M, then tleﬁzrﬁjht is the point in wich the
parallel of MM, {or of the tangent to P in M. if HltH]} through
Mo intersects again the parabola.

- if My=M; then (M .M} . My). = (My M) . Myl = My

= (M My My ), =My

- if the tangent to # in M, is parallel to M,,M;, then
LBy ghy Bty

2. (P, o), where the commutative operation eo: P° - P defined as
follows:

- ir M,.M,,M, are distinct points then {Hl'HE‘Hij- is
summetrical (relative to the axis of the parabola) to the point in
which the circle determined by M) My, M,y intersects again Lhe
parabola.

- if two of the points coincide EHl-ME, for example}) then
{ﬂlrﬂﬂ,ﬁaﬁﬂ is symmetrical to the point in which the cirecle tangent
in M, to the parabola and containing also H3. intersects again the
parabola.

- (M).M,M), is symmetrical to the point in which the
osculatory circle of the parabola in Hl. intersects again the

parabola.
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3. (MIV]) - the wertex of the parabolal, [ ]}, where the
ternary semicommutative operation [ ] is defined as follows:

= - F 1‘-'lln|nlﬂ""|:u|k|!'13 Lhen [HlfHE"H].] is the point in which the
straight line, determined by M, and the intersection of M) My {or the
tangent in M; to P, if M;=M;} with the symmelry axis, intersects
again the parabola.

- if H1=M3!‘H] then [HI,HJ.HE]. = [erHl.lHl] o ?'13_

- [My.Hy.M,] = My
Propositions 1-3 show the isomorphisms between these structures and

some ternary groups defined on the set of real numbers.
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