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ASUPRA UNOR OPERATIT CU FUNCTIT PRIMITIVABILE
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1. Inmtroducere

Notiunea de functie primitivabild este cea din [6]. 8e stie
[6]. cd suma a dou¥ functii primitivabile pe un interval dat este
o functie primitivabil¥ pe intervalul considerat, iar produsul si
respectiv compunerea a doud functii primitivabile nu sunt in
general functili primitivabile.

Scopul acestel luerdrl este de a prezenta conditii suficiente
pentru ca produsul gi Trespectiv compunerea a doud functii
primitivabile s& fie funetii primitivabile. 0 prim3 variantd a
acestel lucrdri a fost prezentatd in anul 1984 [2].

2. Conditii suficiente de primitivabilitate a produsului de
fTunctii primitivabile.

Rezultatul principal al acestei sectfluni este exprimat fin

2.1. TEOREMA: Fie IR interval, xp€l, f.g: I - RB. Dac¥:

i} F este continud pe I

ii) F este derivabilX ecu derivata continuf pe I\fxﬂf

iii) £ are derivate laterale finite fn Xp

ivl g este primitivabild¥ pe T
atunci functia h: T - B, hix)=f(x)g(x) (Wxel, este primitivabily
pe I.

Demonstratie.

Fie G:I -~ Ro primitivd a lui g pe I. Definim functia t:I - R

prin:
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fx)Glx) -£lix,) 6(x), x<x,

t{x) = o, X=X,
1 £ aix) -£lix,) Glx,, xox, .

Tn haza conditiiler enuntului, t este continuwid pe I, deci
primitivabild pe acest interval. Fie I - R o primitivd a Iui t.
Ardtdm cd functia H: T - R definit¥ prin:

£ilx)G(x) -T(x)-f](x,) Clx,) (x-x,) , daca x<x,

Hix) = « Flx)Glx)-T(x,), daca x=x,
Y filx)G{x) -T(x) —f}'ix,,}ﬂ{xu} (x-3x,) daca x>x,

este o primitivd pe T a lui h.
Intr-adevar, (V)xel, XXy AVem:

H'(x) = fllx)a(x)+F{x) &' (x) -T'(x) -fl(x,) 6tx,) =

£ elx) +£(x) glx) -e(x) -£L(x,) @(x,) =

£(x) G(x) +£(x) gx) -£/(x) G (x) +£](x,) Gix,) -F(x,) Glx,) =

i

fix)lglx) = hix)
De asemenea, (Yixel, XX, avem:
H(x) = £1{x)G(x)+£(x) &' (x) -T'(x) -£(x,) G(x,) =
= fllx) Glx) +Fix) gix) -t {x) -£lix,) Glx,) =
= £Ux)Glx) +£(x) glx) -2/ (x) G(x) +£](x,) Qlx,) -£(x,) Clx,) =
= Fixlgilx) = hix).

Deci H este derivabilfd pe Tklxﬂ} 51 H' (x)=h{x]) {F]xeTklxﬂ].
Rimine de ardtat c¥ H este derivabil¥ in Xg &l H* (xg)=hix,).

Avem:
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Oreary H=X,
xing
Nt = =-f i ; -
o 1ig LX) Glx) -Flx)Glx) lim Tix) -T(x,) _ Plixyatn)
Kexg X—X, Ry K=Ky
Xy L

G(x) -F + =
. 11 LX) Glx) - £(X) Glx,) + (%) GUX,) ~Fix,) 6lx,) T/(x,) -£](x,) Gix,)=

*-x, X—X,
ot
. S Glx) -Glx,) Ilx)-£ix) "
= %ELHK} = +Gtxn}§;1 o =T lx)-F (x,)1G(x,) =

= £(x,)GL(x,) + @lxy) £]ix,) - t(x) - £llx)Glx,) = £(x,) 6 (x,) =
= flxg)glx) = hix).

Analog, Hi(x,) = h(x,) . Din cele de mai sus rezultd ci H este

derivabild pe I gi H" (x)=h(x}, (VIxel, ceea ce inseamnZ cd h este
primitivabill pe 1.

Ca aplicatii directe ale teoremei 2.1. wentionam:

2.3. Aplicatie [7]: Dacd f: R - R este primitivabil¥ pe R, atunci
51 g: B -~ R gi{x)=|x|-f({x) este primitivabild pe R.

4.3. Aplicatie [2]: Dacd f: R - R este primitivabild pe R, atunci
5i g: R -~ Rglx)=|x-a|+f(x) (acR) este primitivabild pe R.

2.4. Aplicatie [2]: Dacqd aeR, atunci functia f: R - R definita

prin:

{ |x—aisin%, xe0)

fix) =

ﬂj I=|:|

gste primitivabilld pe R.

Alte aplicatii ale teoremeil 2.1. se gisesc fin luerfZrile [2]1. [3].
(41, [5). [7]. [B), (13}, [14].

0 generalizare simpld a tecremei 2.1 este exprimatd inm:
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#.5. TEOREME: Fie IcR interval, AcT finitd, f.qg: I - R. DacX:

i) f este continud pe I
1i) £ este derivabild cu derivate continue pe T\A
ifi) f are derivate laterale finite fn fiecare punct a lui A
iv}) g este primitivabild pe T

atunci funci{ia h: I - B, hix)=f{x)-gfx) este primitivabilsd pe I.

3. Condifii suficiente de primitivabilitate a compunerii de

funct{ii primitivabile.
Rezultatul principal al acestei sectiuni este exprimat in:

3.1. TEOREMA : Fie I,JcR intervale, f: I -J, g J -~ R. %€l
Dacd

i) f este de clasxy ¢! pe T s5i f'ixl»0, (Yixel
ii) f este de clasd Ej pe I\{x,l
1ii) f are derivate laterale de ordinul] doi finite in Xg

iv}) g este primitivabild pe J
atunci functia h:I-R, hix}=(gef) (x), (Vlxel este primitivabil® pe 1I.

Demonstratie: Fie G: J = R o primitivd a lui g. Introducem

functia t: T - R, pundnd:

i £ (x) I
fﬂ'ﬂf} ff} W - = {G‘“ﬂ [xu,]' {Tf"""":-t:;i—: r daca K{..'F."ﬂ
tix) = 0, daca x=x,
£ (x) £ikx,)
(o Pt ik €S BRI - Y — . rle
L (Eef) (x) FUTHE (Fef) (x,) (F ()] ca XX,

Evident t este continud pe I. Fie T: I - R o primitivd a ei.
Aratdm cd H: T - R, definitid prin:



1 £l x,)
{ {G=f) {x) 00 + T(x) +{x-x,) T )17 (GoF) (x,), x<x,

H(x) = { (6°0) (x,) f,;ﬂ} + Tlh), x-x,

f
. 1 £ifx,)
L (Gef) (x) T + T(x) + {x—xu}W{Gﬂf} (3,) , 20,

aste 0 primitivd pe T a lui H.

intr-adevir, (Vlxel, X<{Xy avem:

& T x )

i) = AGPE) () (£'(x))2 - £(x0) (GoF) (x) AL )
{x) £ )3 +E{x) +___{ff|: H“{ £y (x,)
£(x) (Gof) (x) flx) (£,

= r = - of
DT GO0 X TH T (00 () -
£ x,)

— [r3af = -
+ {ffl.xn}l*{ Y {x,) {gef) (x) = hix)

Un calcul analog aratd cd (¥xel, XrXg avem H' (x)=h(x). Ramine deci
de ardtat c¥ H este derivabild in Xy §i H* (xg)=h({x,).

(Gof) (x) —2* + T{x)+{x-x,) L:ix, {G=r) (x,)
; . £{x) (£1(x,})"
Hi(x,}=1lim »
X=Xy X3,
iy
—L _(Gef) (x,) + Tix,) (Gof) (%) —=— - (Ge£) (x,) — L
£'{x,) A £'(x) £/{x,)
I—J{u _xﬂq, M-
xing
. T{x)-T(x,) £l x,) )
Yie T E g o )
]
{2} (Gef) (x) ~£/(x) (Go£} (x,) £ )
1 g T"‘ i i R {;ﬂf =
i £ (x) £1(x,) (x-x5) * Tl rgny® (5D (%)
iy
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! A
1 i £ (GF) () - (%) (GoB) (x,)

(Ff{x,1)2 xty X=X,
£ {x,) (Gof) (x,) -£'(x) (G=F) (x,) £ x,)
x_x:l + t(-ﬂ-—n} + W {Gﬂlf_:l t__'lj‘_'lj} -
o1 gy (Of) (x) - (Gef) (x)  f£lx)-fix,)
£llx) == Fix)-£f(x,) X-X,
Timy
(GeF) (X)) .. Fix)-£(x,) £x;)
— SEinli - * e Boirin A - =
ff.r[x':.”z J:_E:' x-x, tix)+ {f'r[-"'u]'}l{ f) (x,)
1 o f (Gof) () g (eof) (x,)
. — ([ F - — D st Lk -
Fir O e L @iz #%)

= (gof) (x,) = h(x,).

Analog se aratd of H'd[:{ﬂlth{xuﬁ, Prin urmare h este derivabili pe
I gi H'({x)=hi{x]), (¥ixel.

Ca aplicatii imediate ale teoremei 3.1 mentiondm:

3.4. Aplicatie [8]. Dac¥ f:R - R este primitivabila pe R atunci

g:R-R gix)=f{x(1+|x|}) este primitivabil¥ pe R.
3.3. Aplicatie [B]. DacX f: R - R este de clasd C2(R) si £'(x)e0
(VixeR iar g:R - R este primitivabild pe R, atunci gef:R - B este

primitivabild pe RB.
Alte aplicalii ale teocremei 3.1 se gisesc in lucrdrile (11, [Z2]1.
[31. [41. [51. [7], [8]. [13], ([14].
@ generalizare imediatd a teoremei 3.1 este exprimatX in
3.4. TEOREMA: Fie I,JcR intervale, AeT-finitd, £:I - J, g:J-R&.
Dacd:
i) f este de clasa c'(T) g1 £'i{x)e0, (Vixer
ii) f este de rlas¥ c? pe I\A
1ii) f an derivate laterale de ordinul doi finite fn fiecare
punet a4 lwi A
iv) g este primitivabild¥ pe I
atunci functia h:I1-R, hix})=(gef} (x), (VW xeTl este primitivabild pe T,
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