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O GENERALIZARE A UNET PROBLFME A LUT A.G.TOACHIMESCT)

Vasile BERTNDE

In primul num3¥r al Gazetei Matematice, din 15 septembrie 1895,
apare urmdtoarea problemd, propusd de unul din fondatorii 51
stdlpii acesteia, Andrei Gh.loachimescu:
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54 se arate oX:

1} 8, este negativ s5i creste in wvaloare absolutd, cfind n
cregte;

2) dacd n tinde eftre infinit, S, tinde cdtre o limitd finita
cuprinsd intre -2 gi -1.

Cd aceastd problem¥ rimine actuald, atit prin continut cat zi
prin enuntul sdu, o dovedegste includerea ci In citeva culegeri de
probleme recente [11, [4], [5], dar 21 in manualul de clasa a X-a
[3], unde apare o dubld inegalitate legatq de sirul (1}).

De altfel, in [5], girul lui Ioachimescu este complet studiat, prin
eacrciylule 8.20,56,83 gi 147, ar&téndu-se ci dintre toate girurile

HJ?HEH . definite prin relatia

b, = P ,.+-i—uu'ﬁ , Ozl ,
¥
cu o¢€R, numai girul dat de (1), este convergent, el obtinindu-sce

pentru a=3,
In plus, este dat i ordinul de convergentd al acestui sir, prin

intermediul relatiilor
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respectiv
lim/n(5,-5) = % . (3)
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unde & este limita giruluod {S,) perr -

Scopul acestel note este de a da o generalizare a problemei
lui Toachimescu care include toate rezultatele anterioare, adicd de
a rezolva problema

P2. Fie peN . p22 un num¥r dat gi (8_),,; girul definit prin

S, =1+ - - oo, nz1 . (4}

88 se arate ci:

{1} iﬂn] este convergent;
(ii) Dacd == lim 8, atunci se[-p,1-pl:
=

(iii} Ordinul de convergentd al girului este dat de relatiile

e T K (5)
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respectiv

lim Y@(s,-8) = {6}
n—--

L

Pentru aceasta, vom demonstra mai intii dubla inegalitate

pIVEFI-YE « 2 < piYE-YEFD) , k1 . (7}
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de unde, pe baza inegalitdtii evidente

k-1 < k < ke1

ob L inem

1 ¢ D

Vi1 UEET ‘.:.fkp-ﬂ-{j:—]_} fo. YR (R-11PF 4 Vk-171 r

respoctiv

1 b
4
Y TSR Y = Sy v= NPT

B

Amplificdm acum in memhrul drept al ultimei inegalitdti cu

YEI-NE si obtinem tocmai

p{YETI-YE) < 3 1 (8)
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In mod analog se obtine a doua inegalitate din (7). Dacd lufm acum,
pe rénd, k=1,2,...n In (8) g1 insumim toate aceste n inegalitdti

oblinem

plya+ -1} < &, + pYn,

agadar

8, > p(Ya+1 - %A - p, deci S, >=p . Y neN" , (9}

Fe de altd parte,
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de unde deducem
S -S40, V¥V neN',

i N &
e t&n] este descrescitor. Prin urmare RHEE], YneNM ., ceoeca ce
inseamni
S <1-p, nzl .

Agadar EBDJ este convergent gi satisface (dii).
Pentru a demonstra dubla inegalitate (5), ar3tim cid

51:3,,——5—-— (10}
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Not&m, mai Int&i,

este clar ¢ limb, = 5 . Mai mult, din
J=m

bn-l_bn=gn+1_5n+l{ 3 2 1.
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tindnd seama de faptul cd (5} este descrescdtor obtinem

By, - b, €0,

deci (b ) este descrescidlor. Prin urmare {bn? converge descrescdtor

n



hy
CAtre 5, adicld are loc {(10).

In mod asem¥nitor se arat¥ ci  (a,}, a,=S,-

¢ Converge
pym

crescdtor citre s. Tmpirtind (3}, membru cu membru, cu fﬁﬁ . Bi
trecind la limitd obtinem, pe baza criteriului clestelui, tocmai
relatia (6]).

Problema 2 este acum complet rezolvatd.

Observatii. 1) La fel ca In cazul p=2 se arat¥ cd dintre toate
girurile tbnlnll

1 1

+o..F

-a YT, n21, ach

numai girul obtinut pentru e=p, adic¥ cel dat de (4), este
convergent .

2} Pentru p=2, din problema P32 obtinem toate exercitiile
citate din [B], ecare includ problema Pl. De asemenea, cu ajutorul
inegalitdtii (7) obtinem o generalizare a problemei 5, punctul ),
pag.41, din [4].

3] Dacd, iIn (1), 2/n se iInlocuiegte cu 2/p+1 obtinem o
problemd datd la admitere la Facultatea de Matematicd in 1987, wvezi
[2] .
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A GENERALIZATION OF A PROBLEM OF A.G.ITDACHIMEZSCDO

ABSTRACT. In this note we sbudy Lhe seguence [Enﬁﬂll’ given by

(4). It is shown thatl tsn} is convergent, lim S €[-p,1-p]l and the
I

order of convergence is given by (5) or (6).
In the particular case p=2, we obtain a problem from the first
issue of Gazeta MatematicH, in 1895, due to A.G.Ioachimescu, one of

the founders of this old Romanign magazine.
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