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0 CARACTERIZARE IN PLANUL, COMPLEX
A TRIUNGHIURILOR ASEMENEA

Nicolae MUSUROIA

La Olimpiada nationall de matematicy, Tirgovigte 1987, a fost
propusd problema:

Pl. Se d4 un triunghi ABC 5i In interiorul s4u se consideryd
Lriunghiul A'B'C' asemenea cu triunghiul dat 51 avénd aceeagi
orientare (adicd varfurile celor douXf triunghiuri sunt notate in
acelagi sens de rotatie). Fie A",B",C" apartnind segmentelor (AA'}),

" i it
(BB'), (cC'), astfel incar AA_ _ BBY _ cc¥
AHAJ' EHBJ E-.I'.I‘c."
Bd 52 arate cd aAA"B"C" ~4ABC.

Solutia autorului, I.Tomescu, se poate consulta in [(11.

pPag. 272,
Solutia pe care o propunem utilizeazX numerele complexe,
Penlru aceasta, prezentdm mal intdi cateva caracterizdri  in
complex, pentru triunghiurile asemenea.

In cele ce urmeazd vom nota cu liters mari punctele planului
complex §i cu litere mici corespunzitoare, aflixele lor.

Reamintim célteva rezultate, referitoare 1la aplicatiile

numerelor complexe in geometrie, unele cunoscute din lectiile de la

clasX.
1). Pbistanta dintre punctele A 51 B este AR = |a-b].
2} . MAsura unghiului orientat fABC este .a.r:\;r%.-"éﬂ:| (a se

vodea problema &, pag.50, manual de geometrie, clasa a X-a, 19B6).



3). Afixul punctului M care Imparte segmentul {(AB) in raportul

k., adicx %-x este m=ka+{l-K]h.

In particular afixul g al centrului de greutate al triunghiului ABC

a+b+c

este  gw 3

4}. Fatd de wun reper cu originea in centrul cercului

circumscris triunghiului ABC, afixul ortocentrului H este h=a+b+c,

iar al centrului cercului lui Euler este e-,_.,._a*g'"’c

Demonstratie

Fie 0, simetricul lui O fatad de BC.
Atunci 00 HA paralelogram, deci

h = a+o =a+b+c,

Fie Al mijlocul segmentului {BC), D
piciorul Indltimii, D, mijlocul {(aH).
Deci Al.ﬂ,ﬂl sunt puncte pe cercul
lui Euler, de centru E, mijlocul
segmentului {&lnl}‘

.t|n+:':.'+ a+b
; &, +d 2 2 a+b+e
Deci i e =
“ 3 P 3

TEOREMA [2]. Urm&toarele afirmatii sunt echfvalente:
1)  AABC ~ aA'RICY

c-a o'-af

J) af{b-c)+b'(c-a)+c’la-b) = 0

i S B |
4] a b o|l=0.
al p' of



|

Demonstratie

AB AC | - 5.t | a-b’
= a-c —p!
AABC ~ sA'B'CY - A'B" A - e g
1 . mal
LCAR = fC'A'BS argﬂ = -u:.',ugrf:I .2
oc-a of=gf

b-a _ b'-a’
C-a of-g’

Deci 1) = 2). Evident 2) = 3) = 4).
DAm acum cateva aplicatii.
olutia problemei P1.

Decarece AABC-aA'B'C', rezultd agf{b-c)+b'{c-a) +ofla-B) =0 .
Dar a” = Aa+(1-A)a’, b¥ = Ab+(1-0) b, " = Le+(1-Q) &' unde

Aa" _ pg" ec?
AMal  gigl " P T
Atunci, dup¥ efectuarea calculelor obtinem:

a'{b-c) +b¥(c-a) +a”(a-b) = 0 , adicH sA"B"C" - sABC.

P2. Dac¥ triunghiurile ABC 5i A'B'C" sunt direct asemenea si
dintr-un punct © din plan ducem segmentele [ﬂﬂl}. -['::."E]], H}L"]_,'I
congruente 31 paralele cu AA', BB', CC', atunci aABC -~ afq B, Cy [21.

dolutie. Deoarece AABC ~ aA'B'C', avemn

a'{b-c) +b'(c-a) +c'(a-b) = 0 .
Dar a'=a+a;, h'=b+h,, c'=g+o,.
Inlocuind gi efectudnd caleulele obtinom:

a, {(b-c} +b, (c-a) +c, {(a=-b) =0 ,

F3. 54 se arate c¥ dac¥ punctul M apartine cercului
circumseris triunghiulul ABC, atunci centrele cercurilor lui Euler



ad

ale triunghiurilor MBC, MCA, MAB formeaz3d un triunghi asemenea cu
triunghiul ABC. (C.1155, G.M. T/1991).

Solutie. Fie E,. EE’ Eq centrele cercurilor lul Fuler ale
Lriunghiurilor MBC, MCA, MAB. Atunci:

. m+b+e mHa+c _ m+a+h
A TR B e

Ffectudnd calculele obtinem:

2 (b-cl +e, (c-a) +e,(a-b) = 0 ,

deci ﬁ'ElEEEl ~ ahBC.

In final propunem cititorului s3 solutioneze (eventual gi cu
alte metode) urmdtoarele doul probleme.

P4. B84 se arate cf dacd punctul M apartine cercului
circumseris triunghiului ABC atunci triunghiurile formate de
ortocentrele, centrele de greutate respectiv centrele cercurilor
lui Buler ale triunghiurilor MBC, MCA, MAB sunt asemenea cu aABRC.

P5. Pe laturile BC, CA, AR ale triunghiului ARC se considerd

! i 1
punctele A' ,B', 0" astfel incat ﬂﬂ-f"‘:'= c‘“::j . Pe laturile B'C’,
A'c B'A 'B

A."ﬂ'ﬂ-ﬁ
A"R'

C'A*, A'B' se considerd punctele A", B",C" astfel Incit

ol Y
eial Bt
83 se arate ol AABC -~ gA"B"O", {(C.Caragea, G.M. 2/1980).
Concluzxii. 58 remarcaZm eleganta i simplitatea solutiilor cu
numere complexe. Suportul teoretic este destul de simplu gi poate
£i abordat chiar la sfdrgitul clasei a IX-a, pundnd la dispozitgia
elevilor participanti la concursurile de matematicd un instrument

in plus, care In apumite conditli poate fi deosebit de eoficace.
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A CHARACTERIZATION OF SIMILAR
TRIANGLEE IN THE COMPLEX PLANE

ABETRACT. In this article a few problems concerning similar
triangles are solved using complex numbers ;

sABC~-aA'B'c = a'{b-c) +b'{c-a) +c'la-b) = 0

where small letters are affixes of the corespondent vertex af the

triangle.
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