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In aceastd lucrare vom obfine cateva rezultate foarte
interesante atat din punct de vedere al originalitadtii ler c&t gi
din punct de vedere al utilitdtii lor in rezolvarea unor probleme
Foarte dificile.

Pentru demonstrarea acestor rezultate ne wvom folosi de
urmdtoarele teoreme publicate in lucrarea [1]:

TEOREMA 1: Dacd intr-un triunghi oarecare ABC se duc covienele
AD,BF g1 CF concurente intr-un punct L §1 dacd pe BC gi EF se jau
respectiv punctele M §1 P astfel fncdt M,IL g1 P 54 fie coliniare

atuncil existdy relatia:

BD? _ BM BN

D= MO NC

unde [N]=BCnaAp.
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TEOREMA 2: Dacd pe laturile

fAB) ., (AC) ale uwnui triunghi
oarecare ABC se lau respectiv punclele E,F, secanta EF trece prin
punctul 1wl LEMOINE, K al
existd relalia:

triunghiului ABC dacd s5i numai dacd

g e

In cele ce urmeazd vom obtine urmdtoarele rezultate:
TEOREMA 3:

Dacd cevienele BF gi CE ge intersecteazd intr-un
punct L de pe bisectoarea [AD a unui triunghl carecare ABC 51 dach
atunei punctele M.L i P sunt coliniare.

AM g1 AN sunt ceviene izogonale ale triunghiului ABC si [P]=EFNAN
Demonstratie
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Vom demonstra aceastd teoremd prin metoda reducerii la absurd.
Presupunem prin absurd o8 punctele M,L §1 P nu sunt coliniare, deci
'¢ML. Dacd PgML notim cu [Q]=EFnML (P+D)
T=nN.

gi fie [Tl=AQNBC evident
In aceste conditii, conform teoremei 3, avem relatia:
BD?® _ BM BT

Dee MC T

Din aceastd relatie gi din teorema bisectoarei obtinem relatia:

AB* _ BM BT
AC® M T

(1)
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Pe de altd parte, deoarece AM 5i AN sunt ceviene izogonale in

triunghiul ABC conform relatiei lui STEINER avem relatia:

AB* _ BM BN (2
AC? MC NC

Din relatiile (1) g1 (2} deducem ci:

BN _ BT

NC ™
ceea ce este o contradictie, existd numai un singur punct care s8
impartd segmentul (BC} intr-un raport dat.

In continuare vom da cdteva consecinte ale acesblei teoreme,
consecinte care rezultd imediat din aceastd teoremd.

CONSECINTA 2.1.

Dacd cevienele BF g5i CE se intersecteazd Intr-un punct L de pe
bisectoarea AD a unui triunghi ABC s5i dacd ceviana AM (MgBC) Lrece
prin centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC 51
[P]1=EFMML albtunci APJBRC.

CONSECINTA 3.2.

Dacd intr-un triunghl oarecare ABC se due bisectoarele
intericare [BF gi [CE care se intersecteazd in punctul T gi dach
AMABC (MeBC) si {Pi=EFnNMI., atunci dreapta AF trece prin centrul
cercului circumscris triunghiului ABC.

CONSECINTA 3.3.

Dacd Intr-un triunghi neisoscel ABC se duc bisectoarele [DF gi
[CE care se intersecteazd In punctul I g5i dacd simediana AN a
triunghinlui ABC intersecteazd pe EF In P, atunci dreapta IFP
intersecteazd Indltimea coboritd din A Intr-un punct Q astfel Incat
A=r, unde r este raza cercului inscris triunghiului ABC.

Demonstratie

In lucrarea [2], la pagina 83 este datd g5i demonsltrald
problema M.53 care are urmdtorul enunt (notatiile fiind schimbate].

"Tn triunghiul neiscscel ABC prin mijlocul M al laturii {BC)
i prin ecentrul T al cerculul Inscris se duce dreapta MI care
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intersecteazd inAltimea cobordtd din A in punctul Q. 24 s
demonstreze c8 AQ este egal cu raza cercului inscris®.

Bazéndu-ne pe aceastd problemd s5i pe teorema 3, rezultX of
punctele M, T gi O sunt coliniare, deci AQ=r.

TEOREMA 4: Dacd dintr-un triunghi oarecare ABC se duce
bisectoarea f[AD, atunci simediana din B a triunghiului ARD
intersecteazd simediana din € a triunghiului ADC intr-un punct L
situat pe (AD).

Demonstratie

Vom demonstra folosind metoda reducerii la absurd.
Presupunem prin absurd c¥ cele douf simediane nu se intersecteazy
pe (AD) .

Notdm cu Le(AD) piciorul simedianei din B a triunghiului ABD
§1 cu L,e(AD) piciorul simedianei din € a triunghiului ADC, Ll
[datoritd presupunerii ficute).

Din teorema simedianei rezultd relatiile:

AB® _ AL (1)
Bp* LD
gi
2
Ac? _ AL (a)

Dt LD
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Fe de altd parte [AD fiind bisectoare In triunghiul ABC
conform teoremei bisectoarei avem

4

A8 _ BD
AC DO

de unde deducem relatia

AB? _ acd (31
BD*? Dz '

Din relagiile (1},(2)} 5i (3) rezultd cX

AL
LD

g Al
LD

ceeda Cce este o contradictie, existd numai un gingur punct interior
lui (AD} care s4-1 impartd intr-un raport dat, deei L=L, adicXi
simediana din B a triunghiului ABD intersecteazd simediana din C a
triunghiului ADC intr-un punct Le(AD).

TEOREMA 5: Dacd [AD este bisectoarea unoi triunghi oarecare AR
51 dac¥ simediana din © a triunghiviui ADC intersecteazd pe (AB) fn
E g1 simediana din B a triunghiului ABD Intersecteazd pe (AC) in F.
atunci EF trece prin punctul Iui LEMOINE K al trinnghiuinl ABC.

Demonstratie
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Din teorema 4 gtim o4 simediana din B a triunghiului ABD
intersecteazd simediana din € a triunghiului ADC intr-un punct
Lel(AD) .

Iin teorema simedianei i din teorema bisectoarei deducen

relatia

z
AL - '[b;’f*‘ (1}

Pe de altd parte din teorema 1ui Menelaus aplicatX

triunghiului ABD cu transversala EC deducem relatia

BB _ LD BC
E3 Al D
dar
.gg = %LE (teorema bisectoarei)
e
EE= LD Bve {2
EA AL b i

Din relatiile (1) gi {2} deducem c&

EB _ a (3)
EA b{b+c)
Mnalog =e deduce relatia
FC a?
= {4
FA c(b+e) ]

Din relatiile (3) si (4) deducem ca

=,&i

p2 BB, 2 FC _ a*b+a’c
EA FA b+c

adicy
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biﬁ +C]E =

2
EA S Fa @

relatie care conform teoremei 2 exprimd faptul c¥ EF trece prin
punctul lui LEMOINE, K al triunghiului ABC.

TEOREMA 6: Dacd [AD este bisectoarea unui triunghi carecare
ABC 51 dacd Ee(AB) este piciorul somedianel din D a triunghiuluoid
ABD, FgfAC) este piciorul simedianei din D a triunghiului ADC g1
(R{ = BFACE 5i (N} = BCNAR atunci AN este simediand in triunghiul
ARC.

Demonstratie

I |

Neparece cevienele AN, BF i CE sunt concurente in R din

teorema lul CEVA deducem relatia:

RE'F:BEAF {1}
NC EA FC

Pe de altd parte din teorema simediansi resultsd cof

— - s T —

EA  aAp= FC pc?

2 2
BE _ BD" ;3 AF AD

Din aceste relatii gi din relatia (1} obtinem

BN _ BD?

NC Doe

de unde conform teosremei bisectoarei reznltd oS
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bn _ AB?
NC  ac?

relatie care exprimd faptul cX AN este simediana In triunghinl ABC.

TEOREMA 7: Dacd [AD cste hisectoarea unui trivnghl oaracare
ABC 51 dach K, este punctul lui LEMOINE al triunghinini ABDR, EE
punctul lui LEMOINE al triunghiului ADC, fL!=ﬂK}nEE3, {Ei=ABnCL,
fFJ=A0nBL, {E}F;ABHER}, IF}F'AEﬂﬂKE, IRF=BF}HEFI, {PI=EFnAR atunci
dreapta PL trece prin: mijlocul laturii (B}, mijflocul In&ltimi i
cobordte din A si prin punctul lui LEMOINE, K &l triunghiului ABC.

Demonstratie

A

Fie [NI=BCNAF si M mijlocul laturii (BC).

Conform teoremei 6 rezultd ci AN este simedianf in triunghiul ABC
51 devcarecce in virtutea teoremei 5 secanta EF trece prin punctul
lui LEMOINE K, rezultd cf Pek.

Pe de altd parte Le(AD) conform tercemei 4 gi deoarece AN gi
AM sunt ceviene izogonale conform teoremei 3 rezultd cd punctele K,
L i M sunt coliniare.

Din teorema lui Schomilech jtim cX dreapta MK trece prin
mijlecul indltimii cobordte din A',K,L g1 M sunt ecoliniare, deci
dreapta PL trece prin mijlocul ingltimii coborite din A 5i prin
punctele K,L gi M.

Sugerdm cititorilor =& g¥seased  alte aplicatii ale

rezultatelor din aceast¥ lucrare!
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PROPRIETEES DE COLINTARITE OBTENUS PAR
UNE PROPRIEBTE DE ISOGONALITE

RESUME. Dans cette ouvrage sont presentées guelques theorémes
originales qui ont le mérite gu'elles offrent une méthode unitaire
pour resoudre certaines problémes difficiles de geométrie
élémentaire.
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