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ASUPRA UNEI CTASE DE ECUATII FUNC[IONALE
TN PATRU FUNCYIT NECUNOSCUTE

Dan BARBOSU

Scopul acestei luerdri este de a determina functiile £, g, hl’
hy: R - R ce verific¥ ecuatia functionalX:

(1} flx+y) +gi(x) = Flh (x)+h (¥)) , (V) x. yeR .

Ideea aborddrii ecuatiel functionale (1) a fost sugeratd de
problema 21.028 [3], care cerea determinarea tuturor functiilor
derivabile f: R - B cu proprietatea c#

62 Flx+ry) = x+£(y) ., (V) x, veR .

FE clar cd ludnd in (1)} g=-1lg. h;=0, h,=lg se obfine tocmai ecuatia
functionald (2), deci (1) generalizeazX {deoccamdatd ca formd} pe
{2). De asemenea, se observd cd o solutie trivial% a lui (1) este:
f-arh%trara, g=0, hy=h,=lg.

In cele ce urmeazd se cautd solutii ale lui (1), diferite de
solutia triviald sus mentionatf. Are loc urmdtoarea

TEOREMA: Tn mulfimea functiilor strict monotone de clasd ¢ (R)
ecnatia (1) are solutiile de forma:

f{x) = kln({b+ac*)

"

gix) = kln =
a,c *+a,

h(x) = -log.(ac™™+a,)



ra

hy(x} = log.la,c *+bb,}

unce k20, E-',E.'j.‘-'i?, .E,f:ri,;.a:i.,.h,bjel sunt constante.
Demonstratie, Deriv@m (1) membru cu membru, mai ifntdi im
raport cu x, apol Iin raport cu v g1 avem:

(2} Fxey) +g/(x) = F/{h(x) +h, (¥} B (x) , (V) x,yeR

(3} fHxey) = £i{h(x)+h, (¥} )R, (¥} , (V) x, yeR

Ardtdm ocd functiile f£' gi hs, nu se anuleazd pe R. B

presupunem, prin absurd, cf existd qul astfel Incét h?{yu}=ﬁ.

Folosind (3), dodurem cf existd YDEI astfel ca I'{x+?ﬂﬁ=ﬂ, (Y xR,
In contradiectie cu monotonia strict¥ a lui f. Deci hylvl =0, (¥iveR.
Analog se arati cd3 £' nu se anuleazd pe B.

Inseamnd cX relatiile
(2} gi (3) se pot impdrti membru cu membru:

B! a0
(4 1 a0, 1 _ .1 . xR,
Flxey g AL g ¢ O EyE

Notdnd:

1 . = 1 1
[El] F = F.- g." = E i h_.f .- H_r
ecuatia (4) se transformd in forma echivalenti:

(&) Flx+yl = Glx)- Hly) - Tix) . (V) x,veR .

Deoareces f,g,hl,hzeﬂztl], functiile F,G,H,T sunt de

Cclasd
¢l (R}. Derivam {6} in raport cu v si obtinem:

(7} Flix+y) = @(x)H(y) ., (¥) x, yeR .

Be gtie {(vezi de exemplu (4)} cf solutia general¥ a lui (7)
este FI(x) = & unde cy*0, aeR sunt constante.

De aici, prin integrare, obtinem:



g

e E s a]. x
Pix) = falcldx o Eiginbl = a; o+b, , (¥) xeR

2

unde : dy =
in o

. b eER .
Conform lui (5}, rezultd F£(x) = I;r_ﬁ; . Care, uwutilizind
8,01 +b,

in prealabil schimbarea de variabild w = g o+h, , conduce in cele

din urm¥ exprimarea lui f sub forma:

= —.._.l_ ﬂ o
£ix) Rinz, t1+ﬂz.-:-l Ve, , (V) xeR (ceR)

Notand: j{--.._l.__ b:g-?, a=_", Fad 1 s dAvem reprezentareas
B ln o a, =1

lui I sub forma:

{8) fix) = k In({b+ac™ , (V) xR .

Folosind expresia (8} a lui f In ecuatia (1), aceasta devine:

(9)  k In(b+ac™) +g(x) = k In(b+ac®™"™ B0y (v » veR

Flx)
Notdm: oy(x) =e * , (VixeR si atunci (9) se transformi in:
(10} g (x) -(b+ac*™¥) = b+a ol sRin. gy x, yeER .
in (10) punem x=0 si obtinem:

Byty) g (0) . g, (0)-1
ol E_.hl[ur': + b gotai . (V) yeR

gcaun notind:
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PR L (L)
i N T 17 gohkie

rezul BEys

(11} ™ 2 a-c07 4 bp, .

Din (11} se determini imediat functia hy, ca avind forma:

(12} hy{x) = log_(a;- c= + bh.) , (V) xR .

Ramén in continuare de determinat functiile g, si hy-
scopul determindrii luf g, punem ¥=0 in (10} si avem:

(13) g, {x) (b+rac®) = bea- cB= ™0 oon op

Scddem (13) din (10) si dupf efectuarea calculelor avems:

g, (0) c¥ebg, (0) ~h-a - «h 0 +hil0]

1 . i X ¥_ = 'nil."“'-:I L]
14} g (x): e®{c¥-1) = ¢ B (0]

Tinem cont de egalitatea:

ach R0 < b(g (0)-1) + a- g, (0)

51 efectudnd simplificdrile din (14) obtinem:

(15) gy (x) = ac™™™ , (V) xeR .

Relatiile (13} 5i (15} conduc la egalitatea:

5]
aa, g0

o g, 5 5 .

(V) xeR ,
i de aici imediat la:

aa;  ggh™
b b

(16} h(x) = -log_(a," c™ +
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23 anh 9 s 1
Notam &, =——=t - i tinfind cont ca ==
r3 b b Q' 1;' E\_Ijl

obtinem exprimarea 1lui hy; sub forma:

(17} h (x) = -log.(a," c*+a;) , (V) xeR .

pin (15} §i (17) obtinem: g(x) = &—S~ _ , (V) xeR, de
a,c Tra,

unde, avdnd in vedere semnificatia lui g, obtinem:

X

(18)  gix) = kln—=2 _ (¥) xcR .
&, c* + a,

Cu aceasta, TLeocrema este complet demonstratid.

Observatij.

i} Probabil, clasa functiilor in care se cautf solutiile lui
(1) poate fi 1ldrgitd, In sensul ipotezel cerute functiilor
necunoscute de a fi clasd Cg{l}. Aceastd ipotezd destul de
restrictivd a fost impusd de modul de rezolvare a Ini (1) adoptat
de autor.

ii} 0 wvariantd simplificat¥ a lucrlrii de fat¥ este [2], in
care, In ipotezele teoremei, se rezolvd o ecuatie functionalX cu

doud functii necunoscute.
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ON A CLASS OF FUNCTIONAL EQUATIONS IN FOUR UNKNOWN FUNCTIONS

ABSTRACT. The object of this work is to solve the Functional
equation:

Llx+y) +gi(x) = £(h (x)+h,(¥)) ., (¥) x, yeR

whera f,g;h]fhgeﬂz{l} are unknown functions, strict montone on RB.
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