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APLICATII1 ALE TEORFMELOR DE MEDIE

Toana GORDOZA

scopul acestuil articol este de a prezenta cfiteva probleme
pentruy a ciror rezolvare aplic3m teoremele de medie din cadrul
caloululul diferential gi integral.

Problema 1. Fie f.,g.h: [a,b] - R functii continue pe [a.bl.
derivabile g1 nenule pe (a,b) astfel incdt glal=h(b)=0. Demonstrati
cd existd cela,b) cu proprietatea:

£(e) | g'le) | B{e)
ficl glc) hic)

Demonstratic: Construim functia F: [a,b] - B definit¥ prin

Fix}=t(x)-g(x])hi{x}. Aceastd functie este continud pe [a.b],
derivabild 51 nenulf pe (a,h), fiind produs de functii cu aceste
proprietiti. Tn plus avem F{a)=F(b)l=0 deci aplicdnd teorema lui
Rolle obtinem: Jeefa.b) astfel incdt F'lc)=0.

Flix) = Flix)glxh(x) + £Fix)g'tx)hix) + Flx)g(x) h'{x)
Tmp¥rtim cu Fix}#F(X)-G{X}-H(X)#0 5i obtinem

Fixl . Ex) . gl , Bix)

Flx) £i{x) gix) h(x)

Pentru x=c avem relatia din enunt:

P(c) _ ey | glte} | Blle) _,
Fle) fic) gic) glch '

Problema 2. fie f: [a',b] -+ R cu proprietitile:
(i) f continud pe [a,.h]
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{ii} £ derivabilX¥ pe (a,b)
(1ii) Fix)#0 pe (a,b).
Demonstrati cd existd cela,b) cu proprietatea cf

5l ) SR (RO |
£ic) a=-c b~

Demonstratie. Construim functia g: [a,b] -+ R definitax prin
glx)=(x-a) (x=b)f(x). Aceastd functie este continud pe [a,b] 51
derivabild pe (a,b) si gi(x)#0 pe (a,h) deocarece este produsul
Lunctiilor elementare x-a gi =x-b g§i a functiei f{x) care
Indeplineste aceste conditii. Observdm cof gl{a)=g(b)=0 gi aplicind
teorema lui Rolle obtinem cf exist¥ cela.b) astfel incit g'(ec)=0.

ghix) = (x-b) F(x) + (x-a) F(x) + (x-a) (x-b) £ (x) (1)
Impartim (1) cu gix) e0:

ghiz) . A . o . EfEx)
gix) x-a x-b fix)

e ; gie) . Elied 1 1
Fentru x=c obfinem 5 (o) 0 Fio) a—ci-b—c

Froblema 3. Fie f:z[a,b] = B functie continud pe [a,bk], de douXd

ori derivabild pe [a.b] si flale2f(b). 84 se arate cf exist¥ cefa,h)

) : f'{a)-f'{h) 7 e)
astfel incat s3 avem relatia: =
b f(a) -f{hb) £(e)
Demonstratie: Considerdm functiile
£: f[a,b] - R continu¥ 5i derivabil¥ pe [a.b]

f': [a,b] -+ R continud gi derivabilX¥ pe [a.bl

Aplicdm acestor functili teorema lui Cauchy (ffa)=f(b)) 5i obtinem:
existd eefa,b) astfel iIncat

£i{a)-£'(b) _ £ (c)
fia)-filb} e

Problema 4: Fie I 5i g doud functii derivabile pe un interval
I astfel incdt £'g-fg"#0 pe T. Demonstrati ci intre doud rddidcini
ale lui f existd cel putin o ri3dicind a lui g 5i reciproc.
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Demonstratie: Fie a gi b doud r¥didcini consecutive a lui £

£{a}=f(b)=0 gi fie functia h: I - R definiti prin h{;ﬂ:% ,
X

continud s5i derivabild pe T.

Bix) = ZlxElx) £ (x) glx)

# 0 2
£2 (x) e

- presupunem cf h'ix)*0 pe [a,blel, atunci functia h este

manoton cresciItoare pe [a,.bl

X a b
h'ix) | + + + + +
£{a) £i{b)

Dac¥ gix)#0 pe [a,b], de exemplu gi(x}»0 pe [a,b] atunci avem cX
functia h cregte pe [a,b] de la += la +w, ceea ce este absurd, deci
functia g se anuleazd pe (a,b): Scela,b),glc)=0.

- presupunem c¢d h'(x)<0 pe [a,blcl §i urmdm un rationament
analog.
Deci functia g trebuie s3d3 schimbe semnul pe f[a,b], si, fiind
continuid se anuleazd Intr=-un punct.

Problema 5: Fie f: [a,b] - R continud si monotond. Fie

B x
& [a,b]- R, Glx) ={x—a}|ff|:t} dc+{x—b}ff:t}dr: ;
E A

58 ze demonstrezge of G piAstrea=d semn constant pe [a.b].

Demonstratie: Functia G este o functile continud pe [a.b].
b

derivabild pe f[a,b]., deocarece £ continud implicid .ff{t}dt 5i
A

X
ff{r}dt derivabile, gi avem G[la)=G{b]}=0
a

Aplicidm tecorema de medie [(f continuid)] Jcela.b)
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&' (x) =j’f{mdz—{xnajf{x} +f»:rm=+{x-mf{x1 -
X &
B
= fff:}dnf{x} (b-a) = (b-a) f(c)-(b-a)fix) = (b-a) [Flc)-Fi{x)]
-8

deci G'{x) = (b-a)lflc)-Fix)1].
- presupunem f monoton cresc¥toare, rezultind urmStoareas

situatie pentru G' gi G:

S C b
G g R o bt A o ¥ bt
G - Glc)»0 ~ O
G O+ + 4+ + 4+ + 4+ + 0

adicd G pistreazd semn constant pe [a,b], 1luind wvaloarea 0
extremitiati.

- presupunem f monoton descrescitoare, se lucreazd la fel si
s¢ obtine G{x)=<0 pe [a,b].

Problema 6: Fie f,g: [a,b] - R continue. 2 se arate o existy

celfa,b) astfel incit:
o B
[£x dxtc-a)gle) = fgm dx+ (b-c) £le)
a i

Demonstratie: Bolutia este sugeratd de problema precedentd. Se

considerd functia G: [a,b] - R
Gix) = (x-a}_[g(t} dt+:x-mff:t1dt

continud gi derivabil¥ c8ci £ gi g continue

Glix) = {g{t!dta-{x—allg{x:l +ff[t} dt+ (x-b) £lx)
I}

Suntem in conditiile de aplicabhilitate a teoremei lui Relle
functiei G pe [a,b], avand Glal=G(h)=0, deeci Jcela,b) astfel incitl
G ey=0, adicd
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[ =4 o
{ﬂ'lt}dtd-{c—a}g{c}d- £(t)dt(c-b) £lc) =0 =

= b
ﬂf{t}dt{c-a}g{c} -fg{r,; dt+(b-c) £lc)

L =

Problema 7: Fie f: [a,b] - R derivabil¥ si strict cresc¥toare
51 b»0. B4 se demonstreze c& 3cela,b) astfel incat

£(B)-£(S) _
flc)-fla) R LS

Demonstratie: Construim functia ajutdtoare F: [a,.b] - R

Flx) = £(b)-Flx)-xf'(x) [Fix)-£(la)]

pentru care avem:
Fla) = f(b)-f{a) » 0 (f strict crescHtoare)

F(b) = -bf'(b) [£{b)-£(a)]<0 (b>0,f'(B)>0, f strict
crescdtoare) aplicim lema lui Cauchy-Balzano i avem 3cela,b) unde

F(c) =0 = F(b)-flc)-cf'(c) [F{c)-F(a)] = 0 =
= Fib)-flc) = e-f'(c) [£(c)-F(a)]

Impartim cu f{c)-fila)wd (f strict crescdtoare) gi rezultd

£(b) -f(c)

= -_r
Flo)-F(a) - orrie) .

Eroblema 8: Fie f,g: [a,b] - R douf funectii derivabile pe

fa,b) gi fla)=gla}=0. 85 se arate c¥ existd cela,b) astfel incat =&

cl W EMm
B B
ff{c}fgtt} dt = g'{c}_,ff{t:dt
[+ o

La problemele de acest tip se incadreazi si urmStoarele [1]:
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1. Fie f: [a,b] - R o functie continui pe [a.b], derivablild pe
{a,b) gi Ata,.fla)), Bib,f({b)}. BX se arate c¥ oricare ar fi punctul
Mio,B}) de pe dreapta AB, cu agla.b]. exist® cel putin un punct
.'".I::lE[ii,L?} aga Incdl Langenta la graficul functiei f in punctul de
abseisda Ny sd treacd prin M. (E.Popa, Gazeta Matematicld, nr.d,
1989) .

2. Considerdm o functie f£f: [a,b] = R, a<b, derivabilf de doud
ori s5i cu derivata a doua continud qi satisfdcand relatia
flal=f(b}=0. Not&m

M= sup |f"(x)| si g:la,bl~ R glx) == (x-a) (b-x)
xela, bl 2

i) Folosind o functie auxiliard de forma f-g, cu AR
convenabil, s se arate od pentru flecare xela.bl, existyd uxcta,h:
astfel Inclt ffx]=-f“[cxlthl.

ii] 84 se arate c¥ dacd existd xgela.b) astfel Incit |i[:¢;ﬂ:| | =

Hg[xﬂh, atunci f=Mg sau f=-Mg (E.Fopal
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DES APPLICATIONS DES THEOREMES DE LA MOYENNE

RESUME. L'article présente quelques Lypes de problemes dont la
solution nécessite la construction d'une funection a quelle on

aplique une des theoremes de Rolle, Lagrange, Cauchy.
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