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ASUPRA TUNOR INELE GENERALIZATE (T)

Adina-Loredana MELNICIUC

Notiunea de inel 5i aplicatiile ei sunt bine cunoseute. In
lucrare definim gi exemplificdm inele generalizate, obtinute prin

inlocuirea operatiei multiplicative printr-o operatie ternard.

§ 1. Notiuni introductive

l.1. Definitia (2,3)-inelului.
Tripletul (R,+,e) este un {2,3}-inel, unde R este o multime, "+"
operatie binard {(aditivd) i "¢ o operatie ternarf (multiplicativa)

[1] definitd pe ea, dac¥:
{i) (RE,+) este un grup comutativ:

(ii) (R,*} este un J-semigrup:
(iii) este satisfdculd axioma de distributivitate a celei de-a

douva operatii fatd de prima, adicH:

Ya.,a.a,.b,bER au loc relatiile:

(by+by,8;,8,), = (b,a,,a8,), + (b,a,,a,),
(&, by +b,, &), = (8, b, a,), + (a,b,,a,),
(a8, by +b,), = (&,a,,b,), + (8,8, b),

Dacd, 1In particular operatia ternarf este comutativa

(semicomulativdl atunci {R,+,e} este un (2,3)-inel comutativ

(semicomutativ) [1].
Dacad (R,e) are elemenl unitate atunci (2,3)=-inelul este ou

unitate.
Mentiondm & un (2,3)-inel poate 55 aibd mai multe unititi.
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Observatie. Fixdnd elementul central a, in operatia ternara
putem defini operatia binarx x*y=[x.a2,y?ﬂ, Se verified ugor cx
(R,+.,e) este un inel obignuit.

l.4. Definitia idempotentului multiplicativ.

Un element aeR se numeste idempotent multiplicativ dac¥ a este un
idempotent in (R,s), adica:

{ar&r'ﬂl; = &

Elementul neutru al operatiei aditive ze numegte de obicei element
Zero g1 se noteazd cu 0,

1.3, Proprietdti

1. DacH 0gR este elementul zero al (2,3V-inelului, atunci

AVEem:
{ﬂlazxﬂg_}q - {alJnl!‘a}l .{a-_l_!&:.iﬂ}- I u E&lrﬂﬂfﬁaER "
4. Dacd simetricul unui element a fat¥ de adunare se noteazs
obignuit prin -a, atunci:

Va,a, aeErR avem
-{air&gr&;.:- o {—ﬂi,ﬂi,ﬂa}, = {ﬂ'-j_l_a:ulﬂg,}; o {a-l_ragJ -ag:'. .

Demonstratie.
1. Folosind distributivitatea operatiel ternare fat¥ de cea
binard avem:

{ﬂlrﬂ;rﬂg]. - {ﬂl"'n;ﬂ;aﬂg}l. = 'Ifa“a._,,a_,,}ﬁ[ﬂ,aﬂaz_}_ de unde
rezultad  (0,a,,a,),=0 g.a.m.d.
4. 0=1(0,a;,a), = (a,+(-a,) ,a,,a,), = (a,,a,,a)+(-a,a, a,),
de unde rezultd (-a,,a&,,a,), = (4, a,,8;). -
1.4, Definitia (2,3)-corpului

Inelul (R,+,0) de tip (2,3) se numegte (2,3)-corp dacd (R\0,e) este
un grup ternar (3-grup}, unde 0 este elementul zero al inelului.
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1.5. Divizori ai lui zero

fFie R un [(2,3)-inel cu element zero. Un element aeR, se numeste
I=-divizor al 1uif zero (2-divizor al lui zero respectiv 3-divizor al
lui zero) dacd existd by.b,.byeR nenuli astfel incat:

(a, b, b}, =0 ( {b,a b} =0 respectiv (b ,b.,a),=0)

Dacd un element este un i-divizor al 1lui zero pentru orice
igfll, 2,3l atunci el este numit, simplu, divizor al Jui zero.
Elementul zero este intotdeauna un divizor al lui zero.

Un divizor al lui zero se numeste divizor propriu-zis dacd este
diferit de zero.

§ 2. Exemple de (3,3)-inecle
Exemplul 2.1. Pe multimea A=ExE definim operatiile:

@: A*-4 g5i e:A%A astfel:
{xlr.}rl}&[xzrri} = {I1_+H;: }rl+}r=}
vxi!’&ixJiyiiszylEz

{{xj_rfl.: F {%l.}'&} £ {leyjl:l }- - {KJFHKJ,FJH:YJ}

Tripletul {(A,®,s) este un (2,3)-inel semicomutativ cu divizori ai
lul zero, avind ca element idempotent aditiv elementul =ero.

i} Be werificd uger cd {(A.a} este grup abelian cu elementul
negtru (0,0}, lar opusul lui {x.,¥} este (-X,-¥).

ii} 8§ ardtdm in continuare cd LA, =) este  semigrup

semicomatativ.

Bollxmd. g w), aam) ) = (yex,, e y) = (X, yaxyr) =

= ({2,550, (.00, (g, ). deci operatia " cote
pemicomutativd.

2¢ (V) gy, (g, v, (x5, ), (x,¥,), (X, V)€ ZxZ2 avem:

{{{xii}":.} r fxgr}"g} r 'lr-r;{.r}"3]' Var [I,'_,}"]' T !35:}’5} i
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= (e, ypays) (g, ) (6, 050 ). =

G0 Vo2 ) VyXes V0V Xy V) =

(2 (yp ) X, v, (X, ) ve) =

(L2, ) s ()X, 3aX, 3, ) . (g, 050 ), =

[:-J‘:ll}'rj_} ) ' { l:-”-':r]"rgl ’ :-:’r-gr}"g.} r l:-:":.‘r}";} ].:.l {&;}"5) ]'. #
Analog

{{ ':x]__"'ri:l r {-:“-'3!]"'3} r ':-rg.!}"a.} :Ial' {xq_r F,;]' [ [xs..! PE} -:l o N { f-"fl.-}"'axgl J"'-.-K:,.r {}'rr-xg}r3:| -
= {xj_}'z t-xj}r‘xj} i 1x= t?ﬂx‘}?!}l:l = {{x]_: Fl} [] l:--xar}rg-} [] EKJ¢K5:}'3-TJ5:| }q
= ({2, s a0y o (o ) s (2 v (o Wb i)

deci operatia " este asociativd.
Din 1% i1 2° rezultd (A,e) este I-semigrup semicomutatiwv.

iii) Mai avem de ardtat od are loc 5i proprietatea de
distributivitate a operatiei ternare fatd de cea binari.

Sproe exemplu oricare ar f£1i

(%, 3,) » (2, ¥) o (X, ¥D), (%, 3,0 €A avem

((x, 37 (. 3+l v (2,500, = (ixg.0n) . (gl i +32) L (000 ),
= {2 (v x . n (exl ) = (oyex, vz @ (vl yxly) =
= (a7 . (2,350, (.90 0. D UxL 3. (&l wh x50, .

Elementele idempotente multiplicative sunt elementele (X,vV) A

pentru care  ((x,y, (x,¥), (X, 9)). = (x,¥) adica {}”&‘:i | e

Decli elementaele idempotente sunt (0,017 (1,1); (-1,-1)e & x 2.
Inelul are trei idempotenti multiplicativi, dintre care unul aste
evident elementul zero.

Divizorii lui zero se determind pornind de la definitie ca
fiind o infinitate 5i anume perechile (x,0) gi (D,¥) unde x,veZ.
Mention#m ¥ elementele (1,1) gi (=1,-1) sunt unitdti la dreapta gi

la stdnga dar nmu 2-unitilLi decarece degi
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{f'xly}rfl:l:lptl;l:l}.t {-xgj'r:l avem

({110, {x, 30 . (1.1)) = (v, x)mix, ) .

Observatie

Fie elementul f(a,b)e Z x Z. Definind operatia binard "e" pe A

(2, ¥)-(x", ) = Ux, 9, {a, b)Y, (&, 9} ), = (xbx!, yay”) tripletul (A, @ e)
e5te inel obignuit.
Dacd (a.bl={1,1} sau {a,b)={-1,-1} atunci acest 1inel este cu
unitate (a,b) in caz contrar nu are unitate.
Exemplul 2.2. Pe multimes punctelor unei parabole § cu vérful

¥V definim urmitoarele operatii:

Operatia binard [2] B: pap M BM, =M unde pentry

v M, MeP\V} , distincte, M este punctul in care paralela duss

prin ¥ la coarda MM, retaie parabola (Fig.l1.l) iar MaV=M oricare
ar fi Me@.
In cazul in care M)=M,, coarda devine tangentZ fn M,. (Fig.l.2)

!
M2
My @ Mo
My @M,y

2 M1=Mgz
') 1)
o D

ElgoEil Figq.T.2

Operatia ternard s:p’ - P ose definegte astfel:
Fie (A} axa de simetrie a parabolej g1 E un punct fixat pe
parabolsd, diferit de wvérf.

Nack HI,HE,H]EPHEF} distincte, fie M

o punctul In care coarda H]”E
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intersecteazl axa de simetrie (A) a parabolei 5 w4 punctul in care EHFB

taie din nou parabola {dacX intdmpl&tor EH% esle tangentd in F
la paraboll atunci My=FE). Dreapta MMy intersecteazi pe (A} in

punctul ﬁﬁ% - Punctunl definit de operatia ternarg IHIJHR,ME]n esto

tocmai punctul in care dreapta Emﬂ% taie din nou parabola,
(Fig.II.1l}.

Dacd punctele H1,H3,H3 nu sunt toate distincte, de exemplu dach
My=M, atunci, in descrierea de mai sus, coarda MM, devine tangenta
in Hl la P. (Fig.II1.2)

De asemenea, dacd HI s54u HH coincide cu E, atunci Hi'HR respechiv
HI.

Dacd M, coincide cu M, atunci tangenta in My la P intersecteazd pe
(A) In M7

In particular, dacd doud¥ puncte coincid cu E atune] produsul ternar
c¢oincide cu cel de al treilea punct.

In cazul in care unul din punctele Hi; i=1,2,3 este V atunci, prin

definitie (M;,M,,M,) = V.

Fig.II.1 Fig.IT.3
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Propozitie. Tripletul (P, e,°) este un {#,3)-inel cu elementul
zaro, wvarful parabelei i unitatea E, izomorf cu (2,3)-inmelul
(R, +.*) fn care operatia bhinard este adunarea numerelor reale 51
ced ternard produsel a trel numere reale.

Demonstratic. Raportind parabola la wun reper format din
tangenta in vdr! la parabolf {0Ox), axa de simetrie a parabolei {A)
{0y} 5i originea vdrful V 5i ludnd ca unitate de mAsur¥ distanta de
la punctul E format la (A), ecuatia parabolei fat{¥ de acest reper
egte v=axg, lar punctele V gi E an coordonatele Vi{0,0}, E(l,a},
parametrul a reprezentind distanta de la E la tangenta in varf la

parabolsd.

Fie ﬁ&{x&,axf},i=1,2;mavﬂ doud puncte diferite de wirf ale
parabolei. Decarece coeflicientul unghiular al coardei MM, este
a{xa+xli [al tangentei in Hl la P este HHKI, dach HIEHH]' paralela
prin ¥V la H1H2, de ecuatie y=a{x2+xtlx, taie conform definigiei 2.1,

parabola din nou in punctul Hlmmg de abscisd Ky, = X +X, adicH

K, = Fg, Xy, i1l}.

Relatia de mai sus se pistreazd gi dacy M,=M, Intrucdt paralela
prin ¥ la tangenta in M, la @ avind ecuatia y=iax,x taie din nou @
In punctul Ml"HE de abscisd Ky g, = 2x,

De asemenea, decarece VegM=M=MgV pentru orice Mef avem

Kuga = Xy = OFXy = Xp+Xy .
Fie ﬂﬁ{x},ax?}EP\hfL I=1,2,3 s5i punctul M% definit de

(M MN(A), daca M +M,
(M }= <

tg M1(A), daca M~ M, .

e

Efectudnd calculele deducem c¥ axa {4} de ecuatie x=0 intersecteazd
dreapta MM, in H%{ﬂ,-auaxh}

Dacd M=M,, atunci axa (4) intersecteazd tangenta iIn M, la P in
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M (0, —axi)

breapta M\ F taie din nou parabold @ in My de abscisa L P R
(respectiv  x,=x dac¥ My=M,) adica Ky, =Hog Xy

Analog se determind coordonatele lui M (0, - %) i intersectind MI/E

din nowu cu P s¢ obtine abscisa punctului (M, M,, M), ca fiind XqKy"
'=J':3':-:"11K2:| ¥
Hipg, o, = X EH = X%, X, (a)

Decarece (M, E,E), = M=(EME), = {(E,EM, =i Xp=l relatia (2} se
verificHd 5i pentru cazul in care dou# puncte coincid ou E.
Ne asemenea, dacd unul din puncte coincide cu ¥, intrucit xv:gﬂ

AVEM X agowm, T Xy = 0= M %000

Fie £: P -+ R, f£(M)=x, aplicatia care face ca fieciZrui punct sI-j
corespundd absclsa sa. Evident, ea este bijectivi.

Relatiile {1} gi (2) ne demonstreaz¥ ci:
FIMEM,) = F(M)+£(M,)
Y OM M, MeP
E((M,, M, M),) = £(M)F(M)-F(M)

Decarece (R.+,*) este un (2,3)-inel cu elementul zero (0) 5i
unitate (1) rezultd cX g5i (f.@.°) este un (2,3} inel cu elementul
zero, wirful parabolei Xy=0 51 elementul unitate E, xE=1.
Observagio: Operatia ternar¥ definitad in acest exemplu
reprezintd extinderea la 3 elemente a operatiei binare "produs®

definitd in lucrarea [2].
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