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DEDUCEREA UNOR IDENTITATI ALGEBRICE
§I TRIGONOMETRICE CU AJUTORUL DERIVATET §1 INTEGRALET

HMonica VARIU

Lucrarea de fati i5i propune ilusrarea modului in care pot fi
deduse unele identitdti gi inegalit¥ti algebrice si trigoncmetrice
cu ajutorul derivatei 5i a integralei. La baza acestor demonstratii
std urmAtoarea propozitie:

PROPOZITIE

Fie fF,g: IcR - §

a4) Dacd f,g sunt derivabile pe acelagi interval T iar f=q pe
I atunci f'=g' pe T.

b} Dac& f,g sunt integrabile pe un interval I=fa,B] gi f=g pe

fa.B] atunci
B B
[£lax = fotx) ax
i [ 3

FPrezentfm In continuare unele inegalit&ti gi ddentitati
rezolvabile prin metode a ciror demonstratie se rezumi la aflarea
funetiilor potrivite astfel incét propozitia s& poat¥ fi aplicats.
Partea care pare a fi cea mai dificild este aflarea functiilor insx
prin intuitie, privind membrul stdang al expresiilor matematice,
funcgiile pot fi g¥site cu usurinti.

1. 384 se demonstreze c¥ dacl x#l atunci

1+2x+3x%+, ., +nx®1 = nx™l- (n+1) x%+1 v ot
(x-1)2
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Bolutie

84 considerfim cele doud functii astfel:
£ix) = Lexexds,, +x0

xol_q

Fix) & S

Cele doufl func{ii sunt egale pentru xs1, derivatele lor sunt

de asemenea egale si deci prin derivarea lor avem:
Fl(x) = 1+2x+3x%4+,,, snxo!

=-nx™1+1+ (n+1) (x-1)x =
(x-1)2

g'lx) =

cum  F£(x) =g'(x) = 1+2x+3x%+...+nx"" = Mﬁl}mzﬂxnﬂ
I_

Observatie
Dacd XEZ = l+3x+3xz+...+nx

nx®'-(p+l) x%+1
(x-1)%2

“lez deci prin urmare i membrul

drept al egalitdtii €Z rceea ce Inseamnd cH

{x-1) 2| me™1- (n+1) x %+1 .

Ca un caz particular al acestei divizibilit&ti a fost formulatX¥ o
problemd datd la Olimpiada de matematicd, cu urm&torul enunt; :

88 se determine numdrul care divide pe
19661968987 _ 1967 196819604

Froblema se rezolvd ugor dacq tinem seama de faptul cf n=1966 gi
x=1968. Deci prin urmare num&rul cHutat este 19672 decarece

1966° 1968197 — 1967- 19681941 : 10672

Majoritatea identitdtilor, ce au la bazd prima parte a
propozitiei, sunt identitXti combinatorice.
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2. Integrénd in douf moduri functia f: R - B, fix)=({1+x)", pe

intervalul [0,1] s& se demonstreze cd avem

Ca.1.1. 1 1 . _ 2713
TEWIE g L new

Eolutie

de obtine prin integrare cx

L]

n+1 0 o+l
Dar
1 i
ff{x}:h: = f{E‘ﬂ+E;x+C':x’+. et Oy X %) dx =
0 o
- 1 1 1 B
= Cﬂ+E{’_‘_’i+ 3{:’:-?. .ot ﬂ+1E'l ;
Decqi

1 1 1 o _ 28%_1q
CargCargCir . agor- 22

-

Exemplul poate fi generalizat §1 integrind aceeagi functie vom
obtien urmitoarea identitate

2 3 1 s
“E;+“TE§+=TC:+' ot E _pa, (ia)ig

e — it R R .
n+l n+l i e

golutie
Integrala va fi definitd acum pe intervalul [0,a].

[
= (x+1)5 e (gep)miog
{I1+x]‘*-:b: - e | T

Altfel
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L] - 4
f-:1+x.‘r"dx = f‘:ﬂ':+i:';'x+.. +Cox ®) dx =
a B

i x! a ™l .

[ S 0
l':'Iﬂ

2
= ucﬁ+J%-Cﬁ+‘.++

Deci

) n+l Bl
et &, LB e (@+l)™-]
at 2 30y n+l Eﬂ el

Cazul particular prezentat anterior se obtine pentru a=]

1
3. Calculdnd iIn douf moduri .fil—x?ﬂ'dk, nzl, s&
a

stabileascd egalitatea

A < {(-1}® _» 2:4%. .. (2n)
Ca- Nl S e Y Ca' = 135,..(2n+1)

Bolutie

8e dezvoltd dupd binomul lui Newton

58

(1-%2)" = Co-Cox®+Cixt+. .. +(-1)2C %™ gi se integreazi pe [0,1]
aceastd egalitate obfinfnd membrul sting din egalitatea daty SEpre

demonstrat:

2o+l

1
- 8 - D_£ = X af|1
J[{\[1 x?) neix [;.w:;r - Cateo ot 1}n2m1c-,]

1
o C:'?C;“%E:"'- «a+(=1)" 213;1 Ca

Pundnd acum X=sin t, integrala datd se mai scrie

k.1
Tagei = LTcua’““!‘:‘dt = 2nl, ,-2nl,.., obtinind astfel relatia

i
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2§f1lh|' Calculdnd din aproape in aproape se

obtine membrul drept al egalitdtii din concluzie

recurentd I, ., =

L

et o2 ol
ﬂ__.n _ﬂ = n o - E"‘ﬁli-{.z.ﬂj
e e e R e 135...(20+1)

4. Utilizénd integrala L:ﬂain"{ug]aimit £§d se stabileascs
3

identitatea
28 g’"‘ 8-l C"l 2::—! { =3 } a . Ei:":l._l
Lo + RO W B i —
. T Tt S Cat n+1 Ca = o+l
Bolutie

Notdm prin I, integrala dat& si avem
1 T a
I, = EHL” (1-cosx)"sinx dx =

« L[

— ~1-Cpoosx+Caco8®x+. . . + (~1) ®Clcos®x) sinx + dx =

e e
L R e e RN . LR = (1)

3"“"'1 n+1

Fdcand schimbarea de variabild t=l-cosx se obtine

1.
I,= L[ toge o 1 __230"-1 (2)
20dis2 27 (nm+1) 221

Din (1) gi (2) se obtine relatia cerutX.
5. 84 se demonstreze urmftoarele identitati:

al  1Ca+2C5+...+nC" = p@%l , pa3 |
Alegind functia f(x)=(1+x)" §i derivénd-o obtinem
[(1+x)®])'=n(21+x) =2, .
Dezvoltdnd dupd binomul lui Newton i apoi derivénd avem

(1+x)® = CR+Chx+...+C0%n
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[(1+x)2]/ = C3+2C2x+...+n00x21 |

Se observd cd pentru x=1 obtinem identitatea din enunt; .

Deci B2 = 1C;+2C3+...+nc2 .

b) 1C3-2C3+...+(-1)*-nc® =0, n22 .

Deparece semnele alterneaz¥, functia aleas¥ va fi
Fix}) = (1-x)"

La fel ca exemplul precedent derivind dup&¥ ambele posibilitati

obtinem
[(1-x)7] = -n(1-x)52

[(1-x)")/ = Ci-2C3x+...+(-1)2 + nClxm?

Pentru acelagi caz x=1 obtinem

1C5-2C2+...+(-1)"-ncPf =0 .
c)  1Ca+3CA+5Ch+...+... = 02°? , a3 .

Din exemplele a) si b) observim c& adunindu-le §i f&cédnd

simplificdrile necesare obtinem exemplul dat.

1Ca+2Ca+. . . +0C" = p2™!

1C;-2Ca+...(=1)" - nC2 = 0

2Cp+2'3Ca+... = 02" |12 =
- E‘;‘+3C’:’+5C’:’+. .. = pRo-2
d)  12Cg+2*Co+...+n%*CF = n(n+1)27? , @23 .

Rezolvarea se bazeazd pe alegerea lui f(x)=(1+x)" insd f&cindu-se
anumite artificii matematice pentru obtinerea coeficientileor
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combinfdrilor avem:

[(1+x) 5] = n(1+x) 1

A(1+x)™ = 1-Cp+2Chx+. .. +nC %™ |- x
Intreaga relatie se Inmulteste cu x ca apoi prin derivare sj
obtinem pitratele dorite.

nx(1+x) ™! = LCpx+2Chx%+, .. +nC % ™

[ax(1+x)™*]! = n(1+x) "t4n(n-1) x(1+x) =2

n(1+x) " en(n-1) x(1+x) 22 = 13C3+22C2 %+, , , +n20 %1

Impunem conditia x=1 5i avem:
n2™t+n(n-1) 272 = 13¢3+33C3+. . . +n?c?
n{n+1)2%2 = 13ci+22c2+. .. +n3c?

el  12-Ci+23C3+.. -+n(n+1)Cy' = n({n+3)222 , na2 .

Aceeagl functie fi(x)=({1l+x)" insx dupd derivare egalitatea obtinut

2

se¢ va inmulti cu x* ca la o nous derivare s3 obtinem produsele de

nin+l)
n{1+x)® ! = 1C3+2Cx+. .. +RC x| X3
nx? (1+x) %1 = 103x2+2Chx3+. . . +nC2x™1
Deriv&m aceastd relatie

2nx(1+x) " +n(n-1)x* (1+x) *? = 12Cx+23Cax?+. .. +n(n+1) C2x 2

Pentru x=1 avem

2n2°'+n(n-1)2%2 = 1205+23C3+. .. +n(n+1) C2
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n{n+3)2o? o 1'2Ei’+2-3¢:-. o +0{n+l) Gy

1 o 1 1 1 {(-1)= 1
£) o0 o e S e 1 i, | NP ST
m+l % me2 "*m-l:i " +m+.l'1+1 Ca m+r+l Gawz « M, DEP

iy b
Fie integrala Tan ™ _i‘; (x-a)*(b-x)"dx . Facem substitutia x-a=t.

) Bb-a
b f. t®(b-a-t)°dt . Not3m b-awa.

I .= j;'t"{:—tl“dt = J';'tﬂ[f::u-cjuﬂt+c;:=-=:=+. .+ {-1)PCPE 8] de =

1 P r: 1 o {-112 &
B o Ly - Clgalpmez I T L
m+l o mez " . +m+n+lc“t e
Fat 1 o 1 .1 1 Cy
X i -2 cis e S
m+l " me2 T me3 Ca+ +(-1) m+n+11 " -

Rezolvdnd integrala prin pArti obtinem pentru

u= (x-a)* dv = (b-x)2dx
du = { = }l—l = 1 o A+l
mix-& v e (b-x)

PR T » mel
Ien =i (x-a)™(b-x)

"+ I [ *(x-a) = (b-x) midx =

m
n+l I.l—l,.l:"!l.

: m
Dﬂﬂl I.rn = m I.‘—l...ﬂ“‘i
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1

;hmﬂﬂ . mepn  Jemn

inmultind ultimele relatii obtinem:

= _mlal = w2l _ 1 mene1 | B
Za.n {m+n) ! To.nem = = (men) | m+n+l (B-x) L
= —LLIL - N+l _LI:EI_ mHEel 1 n e
= don {(m+n+1) | (b-a) (m o) 1 T men+l Garentt 2

Din (1) i (2) rezulty

mpsaf 1 o | oty 1
" m+1 Ca me2 ° med 3 m+n+1

m+l

gl Cﬁ-%cﬂh..ﬂ-ﬂ‘"‘& = 1+%+...+%

Fornim de la calcularea integralei flliﬂilﬁlfdx in doud¥ moduri:
0 x

o datd dezvoltdnd dupd binomul lui Newton, apoi prin substitutie.

[flG-mng, | prCaCixty.. (1) MG L Gk
a X a F 4

Ay =

- f[c,t—c"}.m. o+ (-1) A1 iy = gl :-{::-: e .+{-11*=+1"T”-:-; ‘e
=] a
& ¢;,%c§+_..+{-1}=*4%c§ (1)

Alegem substitufia l-x=t rezultd dx=-dt.
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oMt L [ Lk L [0 ettt 0ot g,

¥ (2}

in relatiile (1) i (2) rezultd

CGi-gGat..+(-nmilopcael, 1

gf—u*‘ or = U817 | 4ep

Functia va fi astfel aleas¥ incit integrat® in dou¥ moduri =&
obtinem o datd termenul sténg al egalit&tii apoi pe cel drept.

Integrala corespunzidtoare wva fi flil—x}“n'x decarece dupd
a

dezvoltarea dupd binomul lui Newton se obtine sum& de combin&ri
adicd termenul stdng. Prin alt8 wmetodd vom incerca gisirea
termenului drept al identitatii.

J;' (1-2) 2dx = j:'[c:-c-:n. e+ (-1) 50 2] dx =

- & i_ xE 1 [ ] - - nxﬂ"l &
JEC_, . TC‘H ¥y p"‘{ 1} l:'ﬂ ol la =
- act-B o, (1) & “c,:’ B (-1) &5 r:’ (1)
- S n+l k+1

Altfel

. A-{1-g)=t
o o+l

[*(1-x) 0 « (21) (12077
0 o+l

Din (1) gi (2) rezultd identitatea din enunt

(6) Fie polinomul P{x) -xn+ﬂn_:xn'l+,.,+ﬂrx+au 5i

O{x) = x®+b, ,x™ '+, ., +bhx+b,
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cu proprietatea cX [(P(x)]2 = (x2-1) [p(x)]%+1 .

84 se demonstreze c¥: p(x) = no(x)

Solutie
(L) [P(x)]? = (x®-1) [Q(x)]12+1 gradul polinomului P este 32n,

a4 lui Q(x} este 2m dar din relatia (1) rezult¥ 2n=2m+2, rezulti
m=n-1,
Prin derivarea relatiei (1) obtinem:

2P(x) P (x) = 2x[0(x) ]2+ (x*-1) 0" (x) O(x) 2
Pix)-P(x) =x[0(x)]%+(x2-1) 0 (x) O () (2)

Ridic&m relatia (2) la p&trat §i avem:
[P(x)12[P(x)]? = [x0(x)]12[Q(x) +(x3-1) 0/ (x) ]2 (3)

Din inmultirea conditiei date cu [p° (x)12 obtinem membrul drept al
egalitatii (3)

[PC) J2IP/(x) ]2 = (x2-1) [Q(x) 12 [P (5) )13+ [P!(x)]? (4)

Din (3) gi (4) rezultrxy

(O] 17 [x0Q(x) + (%2-1) 07 (x) 12 = (x2-1) [Q(x) ]2 [2’(x) ] %+ [P{x)]% =
= [F(x)]2% = [Q(x) ]2 [x0(x) +0' () (x2-1) ]2- (x*~1} [D(x) 12 [P/(x)]2 =
= [P(x)]? = [0(x) 1M [x0(x) + (x2-1) 0/ (x) ] 2= (x2-1) [P/(x) 1% =[0(x) ]2

este divizor al lui [P'(x)]? dar [0Qix}1% gi [P'(x)1? au acelagi
grad: 2Zn-2.

Coeficientul dominant a lui [Qix)]1% este 1 iar al lui [P'(x)]?
este n’, rezultd ([P/(x)]? = n?[Q(x)]? = P’(x) =+00(x) sau comparédnd
coeficientii dominanti ai lui P'(x) respectiv Q(x), rezultd
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Plix) = nQ(x) .

7. 88 se calculeze sumele

a) sinx + 2 gin2x +,.,+n sinnx

(Manual. Trigonometrie clasa a IX-a)
Folosind identitftile

. IOX o7
gin > gin = x

X
n_
si 3

(1} sinx+sin2x+,...+sinnx = = F(x)

51

F
ain-iﬁma i:-x

;4
n_
ai >

(2} cosx+cos2x+...+cosnx = = &(x)

Derivind membrul drept al identit&tii (2), rezulti
sinx-2sin2x-...-peinnx = 6'(x)

sinx+2gin2x+. .. +neinx = -G'(x)

b}  cosx+2cos2x+...+ncosnx

Derivim membrul drept al relatiei (1) i obtinem

COSX=2C082X+. . .+ncosnx =M (x) .,
B. 8% se¢ caleuleze

fﬂﬂﬂhﬂ‘x + 8in?™*1lx dx

S8olutie

Integrala datd se poate calcula folosind puterile naturale ale
funetiilor sinus i cosinus exprimate polinomial in functii de
multiplul argumentului.

Astfel:
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1 n
cosify = ?E[c;;ﬂ; Cilcos (2n-27) x]
=0
cogittliy = En; 'E-:ﬂa.l'cUE fll'.l-ﬂj +1) x
A=1

sintnx =3_L[c-;;+z?; (-1)™Icicos (2a-27) x]

sin?™ly - —ﬁ (-1)=dcd, sin(2n-27+1) x

Trecind la primitive rezults® imediat:

o
Mydy = 1 |x0,8 7 8in(2n-27) x
f —— ziﬂ[ +2§ Cia 2n-23

ccaiﬂilm o Elﬂ {EII—E-_]'+1}
-'r an Cian am-37+1

fﬁinhﬂﬂh'-
22n 2n-21

[_‘.c‘ +=§ (-1)adg 8in(2n- Ei]x]m

fﬁ;n?“%xdk-- - {vl}ﬂtblcj cos (2n-27+1)
;: 2n-27+1

In relatia (2') f¥cénd substitutia v=sinx obtinem

{1)

(2}

(3}

{4)

(1*)

(2°)

(3"}

(4"}

fcna“*lxdx = f::-n-n“x coaxdx = f{l—-ainix}ﬂcnaxdx = f{_’l_—v“]dv -

f}; (-1)Iv¥cgdv = P (- 1}’——¢u+c =

;: :-1J1c=’—‘%+c.

Observatie

Privind integralele (2'} 5i (2.1) ca fiind definite

{2.1)

pe [0,a]
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obfinem identitatea

1y ¢, 2i0(28-27+1)a _ ¥~ ; (sina)?It
a3 2n-23+1 E 27+1

Integrand relatia (4) prin padrti obtinem:
fﬂin’”*lxdx = fﬂin“x ginxdx = ffl -co8®x)%ain xdx =

i
= f{i—cjnua’xw‘ﬂccs‘m-. ..)sin xdx -fg (-1)?cicos?x dicosx) =

- i {-1}:-1351' l'.:‘:ﬂ;;f}:i“

Considerénd integralele (4') §i (4.1) ca fiind definite pe [0,a]
obtinem

f cog*™ixdy = f co8?®x cosxdx = f (1-8in®x) "coaxdx = Jf (1-v2)idy =

fg (-1)Hvitcldy = Z_;{ -1)3 "” T e - ?:{ -1)ie i%}{’_‘*m_

(2.1}
Observatie

Privind integralele (2') si (2.1) ra fiind definite pe [0,a]
obfinem identitatea

1
333; Hmizn—zii-l]la ; 4_{8ing) 3"

2n-27+1 2_:-'+1
Integrénd relatia (4) prin parti obtinem
f ain®®™iydy = f 2in®*"x ginxdx = f (l-cos?x)®sin xdx =

f{l-cﬁmaixﬂ:ﬁﬂna‘m. .« }8in xdx = f; [—1}-”E‘f¢g5”x dicosx) =
=

_ R (11 de1pd (coBx) 3
};‘E{ 1y Mo .

Considerind integralele (4°') 5i (4.1) ca fiind definite pe [0,a]
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obtinem

ﬁ (-1)adagd "—‘ﬂﬂ;iféig-;llﬂ - Fi (-1)np]_lcosa)
™ =0

27+1
iar pentru intervalul [0,n] obtinem identitatea

a
-  37+1 Cs

Deao i

J" cositly gin3ttlypdy = J" cosx sinx) *™idy = 3‘::*1 f (sin2x) 2o ildy -

1 .1 e

—

: 3 oa o i
it ga) § (1) " Cini8in (20-25+1) 2x0dx =

1 8~ (_qymeieapd  COB2(2n-27+1)
2@1@{ 1= Gl Fe,

2C2n-27+1 el

Integrala datd se mai poate calcula g1 prin schimbiri de variabilk

Jf 2in®™ly cos?™lydy = f 8in*™xcos*Pcoaxdx = J’ 2in®*™1lx(1-ginx) *cosxdx

HNotédnd sinx=v, diferentiind 5i inleocuind mai EUs, rezultiy

[ve=t(1-vi)ndv = [va=es-clvis. ..+ (-1) acivanlay -

o "
= [va1¥ (-1)iciviidy - f?; (-1)Igivamai-igy

£ n, =4 - Rmedfed
= _1)ipd ¥ 42741 " _1} 3~ d_(Binx) 2ee2s
;!‘-: 1) c',?@-l—ﬂ_m, E{ 1)7¢ S (e o] G (5.2)

Din (5.1) i (5.2) rezultd F(x) - F(x)

=k unde F(x}, F(x)
primitivele din formulele

(5.1) respectiv (5.2)
Considerdnd F(x) primitivd pe [0,n/2] obtinem identitatea

sunt
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1 C _qymey__ =am+l cﬂﬂf.'l, -
4“*1;.;[ 3 2n-2j+1 E{ 1) E{n+j+1;l .

rezultd

{ad
L D S T. | 3
;{ -1} En-zj--l » .ui -1) n+j+1
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