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IDEALE IN SEMIGRUPURI TERNARE

Otilia Ana STAN

Fie (A,e) un semigrup. Reamintim cX Prin semigrup intelegem o

submultime nevidd 8 a lui A cu proprietatea cf pentru orice x,yes
avem xyeS, adicd 8 este parte stabil¥ a lui A in raport cu operatia
binar¥ definit¥ pe A.
O submultime nevid¥ Igh se numeste ideal stang (drept) al 1lui A
dacd pentru orice Xel si orice aeh avem xael(axel). DacHd I este
ideal sting gi drept atunci el se numeste ideal. Evident orice
ideal al lui (A,e) este sub semigrup al semigrupului (A,e), Se
demonstreaz8 cu ugurintd cg multimea idealelor unui semigrup,
ordonatd In raport cu incluziunea, formeazi o latice, adicq pentru
oricare doufl ideale I gi J ale lui (A,o) exista inf(I,J)=InJ si
sup(I,J}=<Iul> unde prin <Iul> s-a notat cel mai mic ideal al lui
(A,=} ce contine reuniunea TuJ.

In cele Ce urmeazd vom prezenta o generalizare a acestel
notiuni, consider¥nd o operatie ternar® definitd pe multimea A gi
ilustrénd-o prin exemple construite de noi.

Definitia 1.

Un semigrup termnar sau un J-semigrup se defineste ca un sistem
algebriec (A e} fiInzestrat cu o operatie ternard o: A} o a care
gsatisface relatiile

{{I]_J-H.:f}ca}-r‘lxg}* - {xj_{-xg-l-xgjxil.x_r,’. - Ex_r_ll;fa{xg,fx‘i}:s.}-jl
¥V x,ea, i=1,5

Definitia 2
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Dacd (A,e)} este un semigrup ternar, definim recursiv puterile
naturale ale unui element xeA astfe]l:

rfﬂ'l-xr H[ll-{x‘_x‘xj. . xt:]‘-{x[]-]’x’ﬂ' S x[ﬂl_[xlﬂ—l]'_r}x}_ P

Definitia 3

Fie (A,e) un semigrup ternar si SgA, S+#e. 5 este un sub=-3-
semigrup dac¥ (8,¢) este i-semigrup, deci th.xg,xsgs avem
(%) %9:%3) €8 sau unde (8,8,8) g8, 18.8,8) =l(x).x;,%3) | x€8;
i=1,2,3}. Convenim s¥ notim multimea (8,8,8)  prin 3[1%

Definitia 4

Un grup A este surjectiv dach h[J]=A unde prin L[l] am notat
(AR, A) .

Definitia 5

Fie (A,e) un semigrup ternar §1 IcA. Spunem c¥ I este un ideal
stang dacq V xel, ¥ a,,a;eh avem (x,a;,a,) €1. Relatia mai poate fi
seris¥ (I,A,A) ,cT. Notdm aceastd incluziune prin (I1A%) cr.

I este ideal central dach (a).x,a,) (€T, (A, I,A) I

I este ideal drept daci {a;,a,,x) €1 = (A,A,I) eI ceeca ce notdm
prin {A.EIII_:I.

1 este ideal 3-semigrupul A dacd este simultan ideal stang,

Eau 33.

central §i drept. Un ideal al lui (A,s) se noteazX T<A.
Pentru unificarea sistemului de notatie vom numi l-ideal idealul
sting, 2-ideal idealul central gi 3-ideal idealul drept.

TEOREMA 1 Intersectia unei familiil de k-ideale, kell, 2,31, ale
unui 3-semigrup este k-ideal al acelui F-semlgrup.

Demonstratie.

Ardtim spre exemplu pentru k=3, demonstratia realizindu-se
analog pentru k=1 gi k=3.
Dac¥ I,J<A demonstrim c¥ InJsA. Intr-adevdr WxeInd si Wa,.a; €A
avem: X€l §i xe&J. Deocarece I este 2-ideal al lui A iar J este tot
2-ideal al lui A, (a,x,a,) €I gi (a,x,a,) &7 deci (a,x.a5) €INJ ceea
ce aratd cf IndsA. Analog se demonstreazd X pentru orice
familie (I, , de 2-ideale ale lui A, iI;_LII este un 2-ideal al lui

A,
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Definjtia 6.

Dacd (A,.e) este un semigrup ternar gi X o submulfime nevids a
gda, prin k-idealul generat dat de X(k=1,2,3) intelegem cel mai mic
k-ideal al lui A ce-1 contine pe X. Notfm acest ideal prin <X>.

Observatia 1

Idealul generat de X este dat de intersectia tuturor
k-idealelor lui A ce-1 contin X.

In particular, dac¥ x={a}l atunci k-idealul generat de [a] se
noteazd (a), gi se numegte k-ideal principal.

Relativ la idealul generat de o submultime X a unui 3-semigrup d&m
fi8rf demonstratie o teoremd de caracterizare:

TEOREMA 2 [l] Dacd (A,s) este un semigrup ternar g1 X o
submultime pevidif a sa, atunci k-idealul gemerat de X este dat de

relatia:

r{ﬁ;&*]* (pentru k=1)

I = l:'.l'."It unde X,=X, Xy, = < (AX,A), (pentru k=2) ...
0

\ (A°X,). (pentru k=3)

(X, ,A%), (pentru k=l1)

..... X =4 (AKX, _,A), (pentru k=2)

(A%X_,). (pentru k=3)

Teoremele 1 §i 2 permit enuntarea urmftorului rezultat.
Consecinta 1
Multimea k-idealelor unul semigrup ternar formeazd o latice in
raport cu incluziunea adicd oricare ar fi familia de k-ideale ale
lui (A, e}, [IiIiEJ existd infimum respectiv supremum

inf AL}, = il;ErIi o sUp ATy, = {i?u'ri )

In caz particular dac¥ x={al] din teorema 2 obtinem caracterizarea

idealelor principale generate de "a"™.
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Congecinta 2
Idealul stfng generat de aeA al unul semigrup ternar (A, =)

este {a,) = l..'i (aa®)_  unde prin (aA®)_, intelegem f[al idealul
Rad
central, (a,;) = G{A 833 7)), unde {AaA") =lal . iar cel drept
o L]

(a,) = U (a%=a) unde (a%a), = la} .
o=

Prin urmare,

(a), = Uﬂtaﬂ“} unde (2,4%,=1al
n=

Analog se demonstreazd celelalte relatii.
Dacd A este surjectiv adicd A[1]=A atunci expresia k-idealelor

principale se simplific# astfel:
(a}), = { alU(aa?),
{a), = | a 1 U{aaa), U(a*aa?),
(a), = { alU(a%a),

Exemplu
Fie R un inel oarecare. In multimea perechilor ordonate de

{2,3) respectiv (3,2)-matrici cu elemente dintr-un inel E, \_,4%:
=My L (RIS g (R)

- (a'ru a’;
A= {(a,ah = " e e ;| 2l 'ﬂ;ﬂ}] , 854,8";;6R, i,7=1.3}
83y 8y 5 j ;
'y 'y

definim operatia ternard o db? M astfel
((A,4), (B,BY), (C,C")).= (aB'c,A’BC") € o

%,B,EEﬁEFJlRJ gi "ﬂ-.‘.E’.C'EvI!EJLE{R}. (Jperatia este asociativd
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deparece inmultirea matricilor este in general asociativd, prin

urmare [-»*‘I'IILEF,*! este un 3-semigrup.

fa (1]
gSubmult imea s, S {] 5

ao
00 ﬂ}' [D n]; aeR ]l este un 3-semigrup al
L

o0
lui-.t"lﬂa decarecs

abc 0)

fa oo e b O 2 c0 2 fabc 0 (
([lunu] ’[g g‘}'[[nugl *[g EE:'*Q{:GE] 'E E@:([u na 280 “PJ

.0 0

{-—-JE,H este jizomorf cu 3-semigrupul (R,e} unde {a,b,c) _=abc pentru

a o
cq aplicatia f: R - 8§ | fla) :([: g E} ; [D :}1] este bijectie sgi
00

omomorfism.

10
: 100
DacX B este inel unitar atunci-—éare element unitate [ﬂ ] * (n :Jn]

00
£ gy [ s
Euhmultlmeajcwﬁdefinitaf={[f; {: n;] ;lﬂ 0 il.i;.iyil,izER} este
0o 0

ideal al 1uiu£ deaorece YI(B,B'),[(C,C") E-&avem

1.y, +1aby, +i4by, iiaﬂ'*iia‘::*i!"!i] [21 £z ":'ul

I ‘II::',I’HNI:' [}
= ’ 0 0 -

(11.511"'125:: iy8yp+iydyy 1,8, “‘i:ﬂn"l F1 Fa ) ldl d, d,] ld:_ d:'I
o 0 0

0 0 0 J.C'nﬂu} o 0

L0 0 0 £31 Faa 0o

unde
dy = (1by+dab, +dyby ) ik + Ciy8y,+1,854+158,) Gk k=1.3
d; = (1y8y+ i85, )0 ge* {-':'uau"'iaﬂ-:::'-‘cu-“'{iiﬂu"iiata]'ﬂ':':n = 1.

deci (IB'C, 1'BC'} e,/ ined nu este 2-ideal pentru cf, de exXemplu,
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atunci

e [ﬂu 43 31_1] ; ; Byy by, bl!] B [511 a., b, b, _bu] ’
4n 83 8 {5 g by, byy by, 8y, Ay By By by

ruu (Byy+byy)  ayy (byg+hy) &y {buwz,}]f £
&y, (byy+by) @y (Bya+byy) &y (Byy+hy)

De asemenea, 1 nu este nilel 3=-ideal pentru cd, dacd de exXemplu

(1 1 1] .
T= atunci
0 00

by, B
AB'T = [Ju a4 Eul b;u. Ha: i1 1]
gy 33 Ay B, H, co0ao0

[anbu"'ﬂub:l*auhn "nbn"'aubn*ﬂntﬁlw [1 1 1] 7
ﬂglb]_]_+d::b31+alib31 Eilbu+a’23bii+ailb!l G 0o0o0

[aaafﬁa.*ﬂisbn*#ubn ay,by, +8,:D;, +a,,by;,  a,,by,+a,,b,, 48,5, o
8aby a8y by, va, by, 8, by tan by, Ak, a5, by A by, va,,b,, F
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