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CATEVA DEMONSTRATII ALE INEGALITATIT MEDIILOR

Nicoleta MADA

In aceast3 lucrare ne propunem s3 oferim o colectie de
demonstratii ale binecunoscutei inegalitf#ti a mediilor:
Dacd aj,aq,...,a; sunt numere pozitive, atunci avem:

L e
n

z:fal'an.....!n (1)

Adevdratd pentru orice nz2, neN.
a) Demonstrdm inegalitatea mediilor prin metoda inductiel

matematice.

. i A, +ayt. . . va, _k
Facem urmdtoarele notatii: A, = T e §1 G, = Ja,a,....a,

pentru orice kxi. Trebule =8 demonstrim ci Anan, pentru orice nEﬂ*,

51 nzd.
Pentru n=2 inegalitatea este adevdraty ﬁ = 1!’413: adich h.2G., (2)
2 2 2

Vom presupune inegalitatea adev&ratd pentru n=m, adici hmzﬂm {3) qi
demonstrim cd are loc si pentru n=m+l, adic¥

'AI*I z GIHI.

AplicHm inegalitatea (3) L-aﬁi numerelor pozitive i Ry e gilons
im=1} ard

gi obtinem inegalitatea:
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e O

dgey * (M-1]A,,, : M w1
MNotd LI e —— M I = & .
m acu = Bg.q" Age =

Aplic¥m acum inegalitatea (2) numerelor pozitive A, gi A gi vom
obtine

e M B+ (M-1) A4

ﬁ.-,'h! - ﬂ."'ﬁ & n m =
5 & YAy A . Dar 5 =
8, +a,+. . a8y, +(m-1)A,,  (mel)A,, +(m-1)4,, 2mA,,; _
2m = 2m 2m Aner *
A +A

Agadar A, =

- A0Ax GG, = A K [GG, deci

2 JASSA dar A2G g1 A2CG =

iA::-imi'Gf:'
. “f-ﬁ::ll &,* @g. 0.8y, + PTiNn urmare A, x "1,‘3::11. {_-_-.l:ii -

- A2 ATE- GE = AR 2 G = Ay 2 Cpuy -
b) Inegalitatea mediilor demonstratd cu ajutorul inegalitdtii

lui Bernoulli.

Inegalitatea lui Bernoulli (vezi [2]) afirmd c&
1. DacX aoeR, 0<a<l, atunci (1+x)% = l+ax.

2, Dacd ocR, a<0 sau a*l, atunci (1+x)}™ 2 léax.

atagt. . ta,

Facem notatiile A, = m i
E
G,: = #El-aﬂ"'ﬂ.ﬁ" hz .
A kel A |k
Trebuie s ar¥tam cf i K+l > ._£|
&, (=)

Evl
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Demonstratie.
Fie a,,, A;...A, numere pozitive mai mari sau egale cu zero.

de k ori
Bvem
Bk ﬂhl kel
r (k+—=])
{Am}“ i< {ka,;am} sl 1 s Ay - 1 3
Gres k+l (Gh.,) ®t (k+1) % Gifay,,
+ah1 el
A, k
- (2 | -
Gr By

a 3
NotXm £l - g>0 . Atunci

Ay
() (g kel )M g kel )™
= (1+ ;:i}hl z 1+{k+1}% = 1+a-1=@a -
Agadar % 5 %ﬂ Lo Kt '*"Il L= |%: ’
Frinurmare ]% pes z |—-‘Lh : z |%r 2z ugi-i- 1l = deci hnaG“, 'u'Eﬁita

e} Inegalitatea mediilor demonstratf cu ajutorul inegalitatii

e zl+x: WxeR (care se demonstreazd cu ajutorul derivatelor}.

e n e 8] o
Atunci pentru x=0 avem EU—E£| = }-[e""" | z Il 1+E-i-—1| =
=1 <1 Ay
0 - . ol " &
= " P o | 2a Ga Eﬁ -1z —2 = A 2 G unde
=1 0 ﬂ-ﬂu An ﬁ'ﬂ Aﬂ
i ﬂ‘1| e QP UL, TE ., g, e AL AN, BRI T
- An a A] A'.ﬂ AI
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=) Inegalitatea mediilor demonstrat# cu ajutorul unei functii
ajutfteare gi a derivatelor. Considerim f: R - R

1 A
f{xl 'EGHE

cu £(1l)zE(0).
Demonstratie.

x
*1n a; - Inegalitatea mediilor este echivalentd

&
Gﬂ

n
Observim cd8 fFflix) = T]:.l G, F
=1

n
. ! 1 &y a
cun  £1(0) = 1 G, )01 gt =16, 111.-.—n¢-ln%;+ . +lnge
.l L P . P 7 e TP | 2
ﬂ-:;,,ln|5ﬂ 2.2 =% e wllg G,ln1=0
T 2 a, & 2,8, - -3, n
dar 1n -—itlnl—ﬂl-—...—"l—ln| e ln — =Ini = (
E G:u 'gn E'r.n Gn -I':-'-nﬂ Qp_

dar f¥(x) =0 = £f7(0) 2 0 rezultd
- 0 este punct eritic pentru functia aleasd
- f este de dou# orl derivabila
- £ (0)z20

rezultd cd 0 este punct de minim local.

Realizdm tabelul derivatei intdi:

X - ? 1 B
£'(x) iﬁ%ﬁ%@ﬁakﬂ +++  F+ + + 4

¥
L £ W%ﬁf{ﬂ} RN l

f'{x) cregte pe intervalul [0, =)= functia f aleasd cregte pe [0,=}=
- f£{1)zL£(0).

e} Cu notatiile de la e) considerdm cd ag,, este cel mal mare
A - By rezultd media

numdr din girului a;.ag,..- 84 din a

mtl® “m"CT
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, ) mAm+a,,, )
aritmeticd, A,, = - G gi aml'hm"'b' unde bz0.
Atunci A gD + L)
= =
ey m+1 Aa mel
b P b 1 = _
AL = (A —2)™t 2 AT (M) {_m:i'}"“" = Ay +bAy = A (A +b) =

=.ﬂ:'ﬂ.,_1 1{;:'3-1 = @85« dgp,; - ﬂ‘:::-'ﬂ:: 2 G.I.:i.'-‘!m: x Ggyy -

f} Demonstrarea inegalitf&tii mediilor cu ajutorul inegalit&tii

a®sZ 32 pe1 .
a

Derivata functiei f(a) = a®™*l-(n+l)a+n, cu neN* si a>0 are forma:

£ {a) = (n+1)a?-(n+l) = (n+l) (a®-1)
Pentru a=]1 rezultd

{1} = (n+1) (1-1) =0 .

f(1) = 1-(n+1)+n = 1-n-1+n = 0 .
Deci functia primegte valoarea cea mal micd.

m
sunt pozitive gi a = 151
el

Din inegalitaea A G, rezultd ci trebuie demonstrat cd A, ,2G .-
+ ll-l+ a i ]
2173 % > V&a; - - .8, . inmultim inegalitatea cu a, numdr
m
pozitiv. Obtinem astfel

CILT TE I "l a “1 et
e iz Db z \a™a,a,...a, = J G"*ﬂi'ﬂi...ﬂ_ = J L@,
i

m+l Gli-l.

Numerele Byadlgesesadly

Aveam

: +a,t...ta)a
deci {8y 20y = o8 G, ™ a+a+...4a, 2 %G.,i (4) .

a'a,+aagt. . raa,rad,,,
a

Dar a,+a,+...+a,+a8,, =

%, +a'dyt. . tady,

S mmme . o 2,48+, .. +& FA "G, =
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= 26,.,4a"Gpy = Gan[Z+a" 2 Gy (me1) din

a= 1| :i - &%, =&, -

a,+dgt. . Hata,,, = (m+1) G,,, =

Daeci

q‘.|.+a'2+' . +E.+a.-'l'1
m+l

2 Ggpy ™ Apy T Gy -

g) Demonstrarea inegalitdtii mediilor prim inductia in "sus"
gl in "jos™ [6].

Demonstratie.
x1.+x2+‘ i +xﬂ

]
- xS .. X, {5)

Pentru numerele ?l.yREl avern yf+y§ z 2¥,¥; -

Avem inegalitatea mediilor

2 e : Xy Ky ,
Ludnd y;=x,20; y¥2=x20 obtinem 3 z Jfx X (6)
inlocuind in (6) pe x; prin Hl;H% gl x, cu e o obt inem
R P R ;
2 2 ol T A P Yo i Vo TR [xl+x;,‘x3+x,,? 2 3
2 2 2 3 2 5 4

2 (VX - fEGR)V? = B .

Continuidnd in acest mod observim c¥ (5) este adeviratd pentru
n=1,2,4,8,16... adicHd orice putere a lui 2. Pentru aceasta sd
argtim c¥ dacd inegalitatea (5) este sdevdratd pentru n, atunci ea

este adevdratd gi pentru n-1.

IS A T
Astfel, Inlocuim in (3) pe X, prin X xin i Xo-1, . Dpentru

nza. Vom avea



143

LKt 4,
1 n-1

: S e

* T aa ¥
Xy +X, M X, I+, K,y

n-1

nix,+x,+...+x,,) _a o T
n{n-1) = e iy y s

XX he 4Ky
n=1

a
X 4X,+...+X 1/

de unde Bl -
n-1

P E S R BN

- (Bt Ky 1o

n-1 TE XK. X, )R-

A T =1
- {HTE} 2 (.. X ) =

,‘,fﬂi*ﬂi*---+3hqj > a-1
n-1

KXy X, ; » ¥ xeN, xz3.

Tinand cont de (6) se vede c& egalitatea are loc pentru

Hy=2Xa=. =X

1 2h} De;LnstragiE cu ajutorul derivatelor partiale.

88 privim inegalitatea (6) ca o problem&® de analiz&. Folosind

metoda multiplicatorilor lui Lagrange s g8sim cea mai micd valoare

a functiel Xy tEgt. . tx, in conditiile %320 g1 %y rxq.. %=1,
Decarece minimul functiei nu este atins pe frontiera

domeniului {xi#ni vom putea utiliza metoda multiplicatorilor lui

Lagrange pentru g8sirea minimului local.

88 consider3#m functia:

f{xl;x:.----,xn} - xl.il'.':. --Iﬂ-i {I,_+I=+...+Hn] t?:‘
pentru care conditiile de extremum au forma:

£ =2 % %a _ 3 .0, {=T,5 (8)
X
i

rezultsd X=Xp=...=X Deci existd §i este unic un punct de minim

n-
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local x}=1;i-1,n g1 deci xl+x2+..-+xnzn. inegalitate echivalentd

cu (2).

1} Demonstratia lui Bohr pentru inegalitatea mediileor.
Introducem conceptul de majorizare.

Fie f(y) si gl(y)] doud serii formale de puteri

fly) =Y ay®; gly) = Ebnr” a., b,z0, neN, (9)
o= o=

Dacd a b, (neN) vom scrie fiy)zgly) in plus, dacx
£, (¥)» g,(¥)

£(¥)>» g, (y)

atunci evident c& gi f,(y)-f,(y)»g (y)-g,(¥}.
34 considerdm pentru Inceput majorizarea simpld

w
sﬂ';i} , N=1,2,3... g§i x20, y20. De unde

E.‘Fﬁz_t . {3'1-’5; 5 _xn} HT.I!H
(N1} "

Compardnd coeficientii yﬂH obtinem inegalitatea

o N
{E-’H} z {31';‘:'*"#1:]3 (o)
(nn) ! (A1) ®

Sau

fi (x))
= 2 [LBLM gy a2, .,
e T DR (N} "

Dar conform formulei lui Btirling k|ﬁktg'g§_ig k=w , daci
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{nN) | p/¥
E[W = o (11}

X, +X,
Compardnd (10) cu (11} obtinem _!-E_ ;m .

j} Demonstratia lui Ehlers pentru inegalitatea mediilor.
Ardtam cd dacd x)-Xg...xX;"1l, x;20 atunci X tXqt. .. +X 20. Presupunem
cd aceasta are loc pentru n §1 cd xl-xz...xn+]=1.

Fie Xy"Xg... doud din numerele x; astfel inciat x,21 iar xp5l.
Atunci [ml—]}txg—l}sﬂ BaU X)X,*+1ExX, +x, -nxl+x2+.+,+xn+xnjlzl+xlxz+x3+

+...+xn+xnﬂgl+n pentru cd inegalitatea este adevdratd¥ pentru n

nume - -
mere KIHEIE I]lxﬂ."'l

Cum inegalitatea este triviald pentru n=l obtinem x"'—;x’ z SR -

k) Demonstratia lui Tacobsthal pentru inegalitatea mediilor.

Cosliderdm identitatea

- Bay Apy, G " .
A, e [{ﬂ 1) Gn_ll.‘{‘g_n_;} ) (12)
unde A, = AR, g, - YEEE, -

Folosim inegalitatea

Z%n-1 2 nf, cu 220 81 n:l (13}

Pentru neN pe (2) obtinem din identitatea 2Z'-nz+n-1=(2-1} (2014
+20 %4 . +Z-n+1)20.

&, ¢ =
84 ludm Z=—2 5i din (12) obtinem
-1
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%Fl o} Ama_ o Gh-
Az —— [{.n ”E;: (n 1]”:5'::-1' {14)

sau A -G, x DT_]"-'JAH-fGn-:.j gi prin inductie rezultd cd A_-@20

deci AG, .
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