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1. ITntroduoeros
Problema 365 din [31],pag 48 are enunbol:

“ Ardtafl <4 orice gir dJde nupere reale nenegative (X)F .

care gatlsface relatia 2x, .zx,.tX, (VioeW este comvergent.”

Boriind relatla enuntulul in forma:

al

[1.1]) xﬂ,iﬂ_—ik +'_ik"" (YineM

congtatiim ol (lecarse disn termenll sirwluai () e Lncepand cu
termenul de rang dol este cel sult egal cu o comblnatie convexB8 a
doi termeni precedenti al sirulul .

Suntem condusgl la cercetarea convergenbel siruriler de nusare roale

nanegative (x,),. ©e eatiefac relatll de Corma:

A

(1.2) x =0 x ¢ ol
unda:

(1.%) @&, E40,1), & +@;xl

L] &

Tn eazul in care (1.3) are loc egalitatea, membrul drept al
relatiel (1.2) constituie o combinatie convexd a termenileor de
ranguri n g2i (pil) al girulul considerat.

Congraliziim considerstiile precedesnte in forsa preclzabd lnd

l.1.Definitie. Fie (x} . 4§ s7r 38 susere reale penegative iar peN®



G4

fixat. Spunem o girul (%) este shboonvex de ordimul p dagd

gunt indeplinite conditiides
-

(1.47 xl,_._;,s.g My, o pe (VVEEN
=l

wunda -

F
(1.5) E:#iil,ItF[D,lﬁ[VFiFll,E,”.,p]
1

1.2.Exempluzin defintia 1.1 particularizim p=1. Vom spune deci oA

sirul de numers reale nenagative (X, ey este subconvex de ordinul
intdi dach existd a €i0,1]1 ou praprietatcas

(1.6) . S0,X,. (Yol
Pste evident of orice gir subconvex de  ordinul  Intdi  oste

convergent =i are limita 1,-limx,=0
I

2.Convergenta giruriler subconvexe de ordimal ded.
Dacs in definitia L.l particularizdm p=2, vk | orpeTi g

2.1.Definitiezgirul de numere reale menegdtiva (X)) ey So numegle
subconvex de ordinul doi dacd exisld &, &,€{0.1F, &, &<l astlfel
incat m& aibd Joo relalbisad

(Bal) HpaS0 X *WX (YIneN

Privitor la un sir subconvex de ordinul del are loc:

2 2 .TEOREMA [1]:0rlce sir subconvex de ordinul doi este convergent.

pemonstralie:

pefinim sirul (v, ). Crin:

(2.2} Vpey Ky ril-d) X, MineN

patoritd nenegetivititll termenilor girulul (x,) q 9ia faptnlui

cd a,£(0.1) din relatia de definifie a girulul  i¥i gen rezultd
p¥ are loo relatbiac

(2.3) yoz0, {¥IineN
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vom demonstra i girul  (y,).n este descrescltor.Avem:

Weg = Epaa t (LG P Xy 5 & Hp, — X+ (LB ) K, =
A Ea vEX, S Ky til-e )X =Y, (VINEN
prin urmare afirmatia * girul (y,) ., este descrescitor® este

adevirakba.
Din cele de mai sue rezultd of sirvul  (wp) o 2518 convergent, deci

existd JI=H, I-limy .

it

Tinand cont de definitlafz.2)a giruliol () deducem cl  (YiexD

axigtd un cang N=irie) setrel fincAt sd8 fie weriticata

inagalitdfils:

(2.4 I-e-[1-w 0%, £ X,,, & Dem~{1-a,Vx,, (¥VInzN

Folosind (2.4} vom demonntra c8 girul (X, .n este convergent gi

vom determina I -limx, in functie de 1.1n soopul propus, cle mel*
=

aplicidnd succesiv inegalit#itile (2.4] obfinesa:

KpupepSlre-(1-ay) X cTres{l-0) [-{1-e}+({1-a} Xy oyl =
=If1-{i-a)]+efileir-a )] +{1-a }ox, <
sl[l-{i-m)]+eileil-a )] +{1-a)? [1re-(l-a ) Xpgpzl=

=I[1-(1-&,) +(1-&, )% +ef1+(1-&;}+(1-a,}" - (L) Xy, 2%, .

ce ST (1-mgl +(1-m d 3 e (-1 2w, ) M e [l (1, ) L+ [y )T
+(-1y ™1, ) i,

e {-11*"(1-a,)"™" T (1-a,}F
2-a,

-1yt i-a, )™,
1

Tindnd seama o 1im| (=115 (1-a,)" =0 ,inegalitatea poate fl scrisi
-

sul: format
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(2.5 Kyges §—o—t—+(-1)%1:({1¢,)™x, (YimeN
. E—t._ ﬂ-_l

Analog se demonireazd inegalitatea:

! L _%_; [_1:,nr1 El—'ﬂ.lﬁ "'iIh. I:‘D"}IEEH-

[2.0) Xpp # _2«.._“L

Faptul of  1im]{-1)™"{(1-a,)¥%|=0 atrage dupd# sine faptul c3
(¥le,>0 exist¥ un nualr patural memi{e,) astfel incat avem:

(z.7Y |{-11™{i-a )" % <e, (¥Vimz m, meN*
Inegalitdtile(2.5),(2.83(2.7) conduc la:

g g £
2.8) -@,=-— -g X o (= ey =g, (Vimzm
{ ] ] m, 1 Hayel o ®; i, 1% { :I

Helatifle (%.8) eratd o3 girul (x), . =oete convergent gi are

1
z-u,

limita 2,=lim x,=

Z2.3.Exenple
i)Pie acR, .5irul constant (x) .. %;=a (VaeN este subconvex de
ordinul del in eensul definitiei 2.1.2l este evident convergent gl

are 1imita I,<limx,=e .1In acest camx, sirul auxiliar (¥ulsew
fiatl

ukilizat fin demonstratla tecremei Z.2. are termenul general
¥,=l2-a,la, deci =limp =(2-&,)a .Confora razultatului stabllit in

==

tecrema 2.2, regisin .Il-]..'i_'E'IIn—-I—-—& .
e 3':1

iitsirul  {agl e 48 termeni genersl Jtn_—%,i'ﬂ"]nﬁﬂ‘ cHcl:
—__l._..{i-_l 1.-&-&_71:. +i;rn, (YineH

adies relatiaf2.l)este verificatd ou ul-ue,=—1 .Evident 1,=1imx,=0
e

[

girul auxiliar (v,) .. are In acest <az termenul general
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1 1 P ; i . — o :
Vo™t iMIneM* gl limita 1=limy,=0 .Aplicénd rezultatul
etablilt in teoovrema 2.2, regisgim _fJ—J__i_ﬂ]_\:".—% i=0

d.Convergenta girurilor subconvexe de ordimul p.
n acest paragralf se va stabili o comditle suficientd cas un sirc
convargant subconves de orinul p o in sensul definitlei 1.1 =85 fie
coTvergent.
Un rezultalt auxiliiar asta sxprimat fnt

3.1 LemA: Dacd (x) .y este un eir subconvey de erdinul p, atunci

m

glrul (¥} .y de termen general:

(31} ¥ g (1-8 )X, o 0F, . -+ {10, -0;) X,

este convergent.

Demonstratie:
Datoritd nencgativititii termenllor slrulul [%,) penq 1 a
cosficientilor membruiui drept al relatiei (3.1)rezultd c&

¥,zD, (¥ineN, adics girul (y,) . ©ste nirginit inferior.

In plus, aplicdnd re_J.at;.ii e (3.1),(1.4) =i {1.6) deducen:

St P B R B Y L R e P PETIE, NP
:'.'Elxl___.j___.l_.-u.a_xmp_l—. e N RN

L N L e I N PP Lo
LSRRl Y F P R S I FE N N N

D T R e e o AL L M b A

decl girul (¥,) . ®5te descrescitor.Fiind descresclitor si mirginit
inferior (¥,),. ®e8te convergent gi lema este demonstrats.
1.2 Observatii.

i} © intrebare fireasci ce se pune este dacl din converoonts

giruldi (3.1} rezulth gau nu ol girwl {x},., eete convergent.
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ii)tn general, un gir subconvex de ordin px2 nu asta convargent . tn

aprijinul afirmatiel precedente,sd conelderin girul (X)) .~ de

termen gemeral x,=n -Este evident (printe-un calcul elementar) of:

1 i 5
"tm-'-liianz L ?rn.,_f%.xn, (YIirEM,nx3
deci girul (¥ ) o este subconwvex de ordinmul trei in sensul

definitletll.1_Pe de altd3 parte este clar cl limx = ts, I o -

i
esgte divergent.

111)5ieul de termen geperal X =aiar0d) eepte gubconvex de ordin p
ez

x ]'t

"_',p{ ;; X

e X g O ckxp) e (¥ineN gi evident L S aesta

canvergent avind limite limx-& .
==

Se pune problems setabllirii umel conditiil auticiente ca un sir
subconvex de grdln plp-2) =8 fie convergent.

fn {5],D.Mihet gl M.Piticarl au stabilit rezultatul exprimat in:
3.3.TEOREMA:Fie Ay Bgennn oy ERIAr (X, Un Fir de numers reale ou
proprigtatea ca girul .-I'_}"=_.|ludﬁ termen general:

(3.2) v, =x, L T L RS

+r-1
esta convergent.Dacid ecuatlia:

(3.3) xPra;xf+. . . 43, ;¥+a,=0

are rAdHcinlle de modul subunitar,atunci sirul (x.)... e3ta
convergent.

Folasing rezaleatul axprimat in tearema 3.3, are Loc
1.4.TEOREMK: Fie pe Miar (xg ) 7 un gir subconvex de ordinul p.Sunt
afevdrate aflrwatiile de mal jos:

i) Dacd pefl, 2, atuncl siral (%) 2este convergent.

11jpacsd p=d =i ecuatia:

A 4 y

R N L e L A e e e

are toate ridicinile de modul subunitar, atunci sirul [(x), 02te
copvergent.
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Demonskratic

2

i} Dacd pe=i.atunci conform exemplulul 1.2 sirul (X, ).e8te

converaent i limM, <0 . Dacl p=2, atunci conform tecremaei 2.2 sirul
iy

(¥, )..n 220Te Convargaend.

iijConsiderarn q-irLi.l {¥alpew de termen general (3.L0) Conform lenai 3.1
el azte convergent.Aplicdnd teorema 3.3 rezultd of sirul (¥ ). 8506
cobvergent gl tecrema aeste complet demonstratd.

A6 . Observatii.

iyTeorems 3.4 nu admite o demonstratie similard cu cea a
demonstratiei teocremei z.2.

ii}Paptul ci exist¥ siruri subconvexe de ordin pz2 divergente este
sugerat de faptul eoi, in general radicinile ecuafiel [(J3.4%auw
modulul mal mic decat 2{vezi{6]18i nu mai nic decdt 1.

iii)in ipoteza (J.4)inotdnd T=limy_, 7, -limx, are loc egalitatea.
Ty [

1
3.8] 1= e
{ b i+{l-g)+{1-=x & )s...¢+[1-8,-... &

H
-3
care parmite exprimarea limitei sirvniul (=) .in functle de limits
sirulul auxiliar{3.1]).

O consecinti directi a teoremel 3.4 eate exprinatd in:

3.6.COROLAR:Fie peNlar(x b» un §ir de numere reale supraunitare cu
n

proprietates cd (o, e, ..., 600,13, 3 a,<1 astlel incil =4 aibd
=1

Ioo inegalitatea:

(3.6} Eoop % Fnips Taipas - - I

sunt adevdrate afirmatiile de mai. jos:

i) Dacl pei{l,2}atunci girul {%.) ..este convergent.

ii)Dacd p*3 5i ecuatia (3.4) are tpate rE3dZcinilie de modul
gubunitar, atunci girul (2.].seete convergent.

Demonstratie:Sirul (xk.) ... ¥%~=Ing, este suboonovex de ordinm p si se
aplicE teorama 3.5.

3.7.Aplicatie [2):Aratatl o corice sir (Z.).. de nusers reale
supraunitare ce werilflcd relatia:
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Tz EVEE, (V1NN

cste convergent

Solufie.Se sapllcd corolarul 3.6 oo =2 El—ﬂr"%

In final,tin =& exprim multuniri colegului dr.Vasile Berimis peantru
ohezervatiile fiocute pe parcursul elaborfirii Prezentel note, carg au
contribuit la imbun¥titirea ed.
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