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ASUIPRA UNELI TROREFME DE MEDRIE A LUI FLETT

Maria S.POR

In anul 19%%, Plett [2] demon=treazd o teorand de madie caro,
din punct de vedsre geometric, sxprimd urnitoarele: dacd foia bj-K
egte derivabild pe [a.b] si tapganlalae Ja graficul acested funcfiil
in punctele Afa,fial) §i B(b,f{h)) sunt paralele, stunci existd un
punct CEAR (respectiv DeAH| in care tanganta la araricud runctied
r eofneide cu coarda AC [respsctiv BO).

Parnind de la unele generalizfri naturale ale acestel teorens
apartindnd lul Bursuc [1] In cele ce urmeazd vom da o extindera &
acestor razultate in BN

1. Prezentdm pentru inceput rezultetele referltoare la funcfii
reals de o variabild realX:

1.1. Teoremd [1] Dacd f,.g: [fa,bh] - B suat Ffupciil derivabiic
£ila) _ £'(h)
giial g’k

pe [a,b] oo gofx = [Vixefa, b g1 , atunoi oxistd
cEfa,b) astfel incat

f{c)-fial _ f£iie)
gicl —glel gic)

(1}

Demonstratie. Ipoteza o' (xwled (¥ixel(a,b] implicH o gf



ao

pA=treazl saenn constant pe [4,B0], deci functia g9 este =strict
monotond pe [a,b], fie spre exemplu crescitoare. Detinim funcfia

hifa,h)] - Br

= Lo
flx: -1 La1) ., Dentru xeg
: Flxy gia)l
R T
B i . pentru x=a
g'{al

Deoarece h este continud pe intervalul [a,b], 83 Bs5te
mArginitd 5i isi atinge marginile in acest interval. DacH cel putin
pnul din punctela de extrem este interior intervalulul, rie el c,
atunci intrucdt funcitia h este derivabild pe (a,b), aplicindu-i
toorama Jul Fermat rezultd h'(c)=0,deci

(rie)-rtallg'ic) - {glch -gla)) £(¢) =0 ,relatic care se poate
gcrie gub forma (1).
DacE functia h Isi atinge marginile simultan in extremititl,

gpre exemplu, Ala) s hix] < hiby; (V) xe(a, Bl , atunci com g este

strict crescitoare pe acest intecval din Azl £ h(B) rezfulld

hixl (glxl -glal}shib) {gix) -glal) o fix) <sFfial vbib) (glx -gial)
Frin urmare

Fiby -tix) _ Fib)-Fla) vhib) (gla) -gix}} _

g by -glx) glbl glix
_Eisy -Lie) [, Bib) (gla) -glaxl) ] _
giby -gix) fbr=rial
Fih) -fia) glal-gixy ] _ £IB1-FLA) _ 2o
o g iy e K ey
= = ]
Trecind la 1imitd avem hib) g 1ig SiBIZTLED r,{b] = LY gy
i g i} —gix) g’ &) gl &)

casa ce este posibil numail daci Tunctila b este constantd pa

intervalul [a,bl.Prin urmare  h'{x) =0, (¥} xela, b}
Acessta ne aratd o relstia (1) are loc pentru orice ooia,b}.In



g1

particular, pentru gix)=x obtinem tecrema iui Fiett a carel
interpratare geomstricl am indicat-o in  intreducerea prezentai
luorirL:

1.2. Corolar (2] DacHd functia f:[a,k] +~ R este decivabild pe
[a,b] gi [ ({a)-ff{b), Btunci existid ceia,b) astfel incét

Eic) ~£ial

= &) (&)
-4

r.3. Observatie. Dio cauza eimetrieil in raport cu a 5i b.oa
conditiilor din ipoteza teoremei 1.1 putem afirma oF exigtd gi un
punct de(a,b} astfal incat

Fld) -£ib) £ d}

— = L & S
gidi-gibl ~ glia) ’
rospectiv
fic) —£(by _ o ar
e {d} (2]

in cazul corolaruiui 1.2

1.4. Exemplu. Pentru - fumctia  £3 [-1.1]. .- ol
fix) = %% u Fr(-1] = £{1) exietd
1 . 1
purnctelea o= 1.-‘-‘ g1 '_'.|——:: astfal

incdt Fio) Fi-1b-Fie) gl
respect iy

ridy-riiy = Md (g-1

Fig.1
cees ¢v aratd ¢ tangentele in ¢ reospectiv d la graficul acestei
functli trac prio A{-1,1) respectiv B[l,l)(vezi Fig.l]
Ca o aplicatle & teoremel lul Flett am obtisuk ormEtorul
rezultat

1.5.Teoremd. [Dacd rfunctia f: [a,b] +» K este derivabild pe



a4

S Fiky=£ila) 1 : I / ¥
s a ; i S i S ) atonei exizt®E ogfa b))
fa by, E(blad &I Eca FLED
astfal incal
tler L) _prig) | - JT+FRie) (3
o3

Demonstratie. Fle tunctia ¥: [a,b] - R;
Fix) = [Fixi-fia)]?+{x-&}* continud i derivablla pe [a,b] cu

Fay =2 [(Flx)-Fla)) ©'{x) +2ix-a) . Intrucdt £({a) = 0 iar conform
jpotezel el Ffib) = 0, sunterm In condifiile tecremel lul Flett,
caean e one arvatd o existd wun punet cefa,b) astfel Incat

Fliel - Filal = Figh (g-a) , adicd

[Flat-Flal T {o-al® = 2ific)-Flaty el (c-a)viic-a)? =m

[F(c) -F{a) £ {c) {c-a1]? = {e-a)? (1+F%{r)) de unde

rezultd relatis {3).

Frunusetea acestul rezultat constd in interpretarea geometricd
a teocremel: Dacd tangenta la graficul AR a funchiel [ este
perpendiculard pe coarda AB, atunci oxisld un punct CelAl astfel
inedAd Jdistanta de la & lIa
tamyenta la graric in © =4
coipoidd on mfripea proiectial
coardel A po Aaxa OX¥ (Fig.2)
respectiv, dreapts- A 58 rie
bigeptoarea unghinlui format de
tamgenia in ¢ ls gratic ei

paralela la axa oY inm O,

Fig.2

Problemf propusfi. In oe conditil exis=td puncte ale graficualul
= i i i "
AB a unei functii fi(a,b] derivabile pe [a,b] cu proprietatea cb AC



a1
g Fie normald la grafic, adicd

Lic)—fla) _ ___ 1
C—a Fiic)

in lucrarea [2] =se enurtd FErY demenstratie o alti generali-
#are a teoremel lul Flett, ndrind ordinul de derivabilitate a
functisei r.Prerentda in continuare o demonstratie a aceskei

generalizfri.

l.6.Teorend. acd f:ia,b] - K este derivabild de r ori pe
fa,b] g ' (a)=-Ff2 (b} , atuncl exisld un pumct cefa,b) astfel

incat

= ki -
Fla) = ‘E % (a-c (4)

Demonstratie. Fie functia F,,: [a,b] - B,

i
£la) —‘-"-H“':-i, penlru xta
fa-x}a
Foalxh =y
] ]
IT:.'I{H‘]_' Peﬁlrru xX=n
o1 [k
unde T, . .lx) = ‘% &"'i‘lk
- & kt

Deparece Lunciia T,, . este derlvabild pe [a,b] s5i

-y =1 gin]
Toa Xl = - xfﬂ'lf}? L] r  aplicdnd regula Twi 1'Hopital awvem
tal
Ung, (0 - 2218 - p i)
win ;

tunctia F,,. este contined pe |a,bi si prin wurmare igi atinge
marginile in [a,b].De ascmonaa pentru ofice x € [a,b) functia F, .
ests derivabildl si



Ha

o R ary
i LI e -_.,ﬂf Ll =nF,, .(x

Dncd eel putin unul din punctele de extrem ale lui F, ., aB8ta
interior intervaluliuoi (a,b), fle el o £ (a,n), stunci conform

tearemei lul Fermat, F, . (¢) = 0, deci conlorn egalltitii de mai
LRRES

Bl i%
HEd

Flal Loy L% - AL (aa)n

ralatie ce ponte il scrisf sub forma (43

) k1 AP G £ (=) (a-e) ™

fifal = E{el+fie T =7

Dacf ¢,, isl atinge marginile cilmultan iIn extremitigile
tntervalului, de exemplu daci min P, (x) = F, (s} 5l
xcla B 7 -

max f,  (x} = F,,ih) ,stunci deoarece
- a

=g =ne
i .ﬂ_"_'n_”’.:' -F, (b}

= putem soria
nl nt

FH,J*I:]

FUir-11 1

o ZEEE ol

a 3.6 00 (n-1i1
b-x

F,  lal = limF, (% = 11im
-k a-h

Ladl b L]

- i Foyn p %Y fa-x) Fy 4 12 F_n-1..':-":l

x=h bh-x
et ]



&5

i Foantal - ax By 4B} -Foy, 0 l¥)
R-jl';: '!- o
.

'

lim Flooypl) - Fp g UB) 470, o 0%)
- 1
.l:lii

4

F, b +li’|:1 (n—1}[F, ,ix) =F, . (x}] = 0F, .{b) - (n-1} ¥, o {b) =
o .
Kb

= nF, (b} - (n-1} F, {a)

Da alcl rezulta F,,f{al = #, (B , ceea ce conform lpotezelor THcute
asupra acestei Ffunctii,implicd cH ea este constantd.Prin urmare

Floa Xm0 Yae(a, bl i relatla (4) are loc pentru crice xela,h].

1.7. Obzervatii.

1] Pentru n=1 din tecrema 1.6 obiner teorema lui Flett
(reppectiv corolarul 1.25;

2. Teorema 1.6 oxprimi existenta unui punct cefa,b) o
proprietatea coif valoarea in punctul a, a polinomnlui lui Taylor
atasat functiel f in ¢ coinclide cu £{a).

1) Din cauzs simetriel conditiilor din ipoteza teoremnei 1.6
putewn afirma cf in aceleasi ipoteze existd un punct de{a,b) astiel

incatc

n P
FiH [ g
Eip) =y 1A (poaye
T

(4"

2. Fie I = B* cn domenlu conex din B, <,> produsul ecalar
canopic a doi weckori a,b & D segmentul [a . bl={xf E'; x-aidib-a):
te [O,1]1}-

2.1. Teoremd. Pacd pentru fuscliile rf,.g: D + E, existd,
gradientii o =51 w pe segmentul [fa,bji: a,h € 0, <mgfx) b-azr 0



5 "
f=1]

(Wfla,b-ar _ <VELh] , b-ad

W e fa, b)) si iWgla), b-alr E <Vglb: , b-ar

, atunci existd ¢ £la, bf

asifol fncar
ifie) =Filal) <Vgic) yo-ar = (gl —gial) <¥Vrio), c-a> (5}
=il

(Flcl -Flal )b (gl c-a) = {gloh—gi(B)) 3 {fich,c a) (5

unde &(fic),c-a21 51 &{gicl,c-a) noteazd derivata directionals

a fupctiel f, respectly g, in o dupd directia do lz a la <.
Demonstratie. Fie functiile F,G: [0,1] ~ R,
FlEY = {Fox) (£} -Fia) ; &(E) =~ {gex] (&} ~gia) obtinute prin compunered
lui £, respectiv g, cu funciia x: [0,1] - B7;wil) =a+bi{b-a) .

Dip ipotezd rezulti o FOl=0l=0 gi F gi G sunt functii
continue si derivabile pe irtervalul [0,1]. Dagaraoo

dar , AG | e ; .

o VE(x,b-ar ; i gix,; b-a> » 0. YEe[o,1]
=51

F'{D) VE{a) ,b-a> _ «VELb),b-ay _ Fl{1)

r'hll:-n-l: {v:'a'{a] :-b_ﬂ} {75”: i B b—.é.} .:1:-'.[1}

suntem In conditliile tecremel 1.1, decl exietd £€(0,1) astfel Lnoat

FEI-Fioy _ FE)
GIEN -G 0} (Y

Dacd ¢ = x(Eyela,b[ este punctul interior segmentulul [a,b)
corespunzitor lui £, atunci relatia de mai sus me poate acrile

Flal -Els) _ <9ria), b-a>»
gl -glal

Wgich, b-a>



reapectiv sub forma [(h)-

2.2. Corolar. (generalizarea tooremed 1lui Fletti.DacH
I:0ck* +R,a,b ¢ I, existd vt pe segmentul (=, b] 51 < wffal-<libl,
b—a » = 0, atunci existhd c £ Ja,.b| astfel incat

Floy fila) - <VFlc)l , c-ax L

bemonstratie. Aplicind teorema 2.1 fumetfliler T din enung gi
g:D o+ B gix) - <x,ba>, intrucdt wy = b-a gl gi{c)=-gla)=<c—a, b-a=,
obiinem relatla {(6).

2.3. Interpreatare geometrici. Corolarul 2.2 expriaid raptul ci
oricare ar £1 A{a,f(a]}, B(L (b)) € Dx B < B"™ puncta apariinan:d
hipersuprafetel(5) de ecuatle X, = F(x]; ¥ = (%, ;... XK JER 0
p:ugrigt.ﬁtaa off mirimos proioctici normalelor la (5] pe vectoral
b—-a ostoe acesasi, exlsbdE un ponct intermediar © pe arcul de curbl
A8 trasat pe (5} de ecuatie x,.. = fla+t(b-a)): tel0,1]: C{c,E(a])
asttel incit hiperplanul tangent in € 1la [§) 83 treacd prin A,
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OM A TLETT'S MEAN VALUE THEOREM

ABSTRACT. In the pnper a generaiization of a theorem of Flett [2]is
proved.This result states that if £ € " [a,b] and "™ {a)=£™(b),
+the there is célfa,b) such that the valus af The Taylor polynomial
of £ in ¢ calculaled in the point a is egual to L{al.

In paragraph 2 the thecrem of Flatt iz extended in B and a
naturel genscalizatlion lor two functions is given.
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