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O FROBLEMA INTERESANTA DE DIVIZIBILITATE

Vasile BERINDE

In urmi cu cltiva ani, intr-o emigiune radiofonicl3 a
programului 3 a fost propusd agscultitorilor o problemd de
diviziblilitate deosebit de interesanti:

Pl.Datarminati un numdr N astrel incdt N-B8888 =4 Fie alcdtuit
din toate cifrele sistemulul =2ecimal, luate o singurd datd.

Pornind de la ideea acestel probleme,am propus in Gazeta
Matematicd, o problem# Inruditi.

P2. 54 se afle un numdr n astlfel incdt n«.9999 54 Fie scris cu
toate cifrele sistemulul zecimal luate o singurd datéd.

Din pcate problema — apdrutd in Gazeta Matematicd 4/199%3, cu
numdrul 0.G.160 - are enuntul afectat de o greseald de tipar, care
inlocuiegte pe 9939 cu 1999,

Erata, apirutd in cazeta MatematicHd 3/1994, m ajuns tarziu la
cititori astfel i acestia au incercat sd rezolve problema - mult

mal dificild - care cerea =4 se determine numdrul n pentru care



2

n-1933 pgste scoriz cu toate cifrele sistemulul zecimal,luate o
singurd datd. In [3],Titu Zvonaru propune o sclutie obtinutd cu
calculatorul, care are meritul de a furniza, in plus si pitratele
perfecte care se scriu cu toate cifrele sistemului zecimal, luate
o singur# dati.

Nota de fatd isi propune ca,rezolvdnd problema Pl, =8 indice
cum poate fi regolvatd problema P2, in forma sa initial#.Vom folosi
doar cateva criterii de divizibilitate, ceea ce wva justifica
includerea ei la rubrica Olimpiada pentru gimnaziu.

Problema Pl poate fi reformulatd astfel: =4 se determine un
numdr natural scris cu gece cifre distincte, luate o singurd datd
astfel incat acesta =4 fie divizibil cu BABSE.

vom aborda problema in aceastd formulare si fie

n=EE, . a, (1)
mumArul ciutat

Decarece BEES=2".11.101,vom avea nevoie de criterii de
divizibilitate ale lui n cu E,11 i 101, pe care le vom deduce in
continuare, avéind Iin wvedere faptul ci manualele de clasa a V=a [1]
21 a Vi-a [2] nmu includ nici unul dintre aceste criterii.

PROPOEITIA 1.Fie n un numidr natural de forma (1).Atunci

1) Wumdrul n se divide cu § dacd 51 numal dacd numdral

N o=4a.+2a, +a.,
se divide cu 8;
2) Numdrul n se divide cu 11 dacd si numali dacd numirul
N, =@ iy tie +8y+a3y— {dy +ad, +d,; +d; +4,,)
e divide cu 11;
2) Numdrul n ze divide cu 101 dac3d gi numal dacd numdrul
N,=10{a, -a,+a;-a,+a,) ~a,-a,+a,-a;+a,,
se divide cu 101.
Demonstratie. Scriem numidrul n astfel

n=1000-a,a....2,+a,"10%+a,-10+a,,=8 1258, a,...a,+

+[(36+d) ra .+ (B=-2) "a. +a,,=MA+4da, + 28, &,

il:ll

de unde rezultd tocmai afirmatia 1).
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Deparece 10=11-1 i 10*=9%.11+1 vom sorie

n=1D0%*-aa....a,+a, " 10+a., = Mil+aa,...8,-8,+4d,,=
=MII+v10%-ad,. . .4, +10a, +a,-a, +a,, =

i . PR . 2 =
=MIT+10°*a,@.. .. @ —@-+dy—8g+@5= s

b R I A LT
de unde deducem afirmatia 2)
Intrucat 10°=101-1, wvom scrie

n=10%a,a,. . ., +103,+a,,=(101-1) a4, ... 3,+10+a,+a,,=

“M1l0l-a.4,...4,+10'a,+&a,,=M101-10*a.&,.. .48,

-10d,-a,+10a;+3,,=« » »

=M101+10 {3, -, +d, =, A, ) +8, 8, +3, — A +3 s
de unde obtinem relatia 3).
Propozitia este complet demonstrati.
Observatie. Este ugsor de vizut cl afirmatia 1)rémine adevirats
51 pentru un numdr natural de Kk cifre, iar 2) =i 3) pot rfi de
asemenea generalizate.
Trecem acum la rezolvarea problemei Pl. Introducem notatiile
n,-a,+a,+a+a,+a,,
no=a ta,tazta,tas,,
n,=a,—a,+a,—a.,+a,,
fi,=a,—8,+a,~a,+a,0+
Decarece, in conditiile problemei cifrele a, a; ...,a,, apartin
multimii { 0,1,2,...,9 } 8i sunt distincte, vom avea in mod necesar
gy tast. . tay, = MA4N,=45=0+1+2+...+9, rezultd cd numirul N.=n,—n, este
in mod necesar impar,ceea ce restrange valorile lui N, doar la
Nyoed =11, 22k «

pentru ca numdrul np dat de (l)sd se dividd cu 11 (am aplicat

criteriul 23
Pentru N,=-11, adicd n,-n,=11, obktinem n,=17 5i n,~28, iar pentru
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n,-n.=11, obtinem n.=28 =2i n=17.Tratim primal caz.

Ezte deci nevoie s8 scriem multimea cifrelor sistemului
zecimal ca reuniune a doud multimi M, =2i M, aztfel incdt suma
elementelor luli M, si fie 17 iar suma elementelor multimii M. s3 fie
2B.Dintre nunercasele descompuneri de acest tip, noi vom folosi
urmidtoarea:

M,=(1,2,3,5,6), M=10,4,7,8,2).
83 valorificdm acum conditia 3). Deocarece

n,=n-2(a,+a,} $i n,=n,-2la,+a;, [(2)
iar on,.n.€117,28 ), deducem usor ci

-17=n, , 0, <26,
agadar

N, <2610 +26,
ceoa co ne asigurd cl zingurele wvalori admise pentru N, sunt date
de

N.e |-1D1,101,2D02 .
Eelatiile (2) ne aratd cd n, i1 n, ,respectiv n. si n, au aceeasi
paritate, deci, c8nd ludm N,=101, spre exemplu, descompunerea

101=10 + n, + n,
impune n, impar, adicid n,=17%, apoi n, = 28 i n, numir par. Din
aceleasi relatii (2) obtinem acum pentru n, =10 gi n, =1

ot 23;1:} 3 gl a1 1?;-}_1

A

Intrucat n,=28 =i n.,=17 wvom cduta &,,8.,-.-,8, 1IN M, 81 a.,8,,-+ .« 8y,
in M.
Pentru descompunersea aleasd de noi anterior, rezultd

a,,a,el0,9) 8i a,.,a€i2,5] .

Agadar ﬂ?rwd,T,B? =i E.UE{E,El , CAci a,, trebuie =3 fie numir
par. Conditia 1) este verificatd de

4, = 3, a, = 7 21 a,, = 6,

si rezultd a,=5.,a..4,¢€l1,2!, & .a €14,8;,
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Luim a,~0, a,2~9, a,1, a, 2, a,=4, a.=8 si obtinem =s=oclutia

n = 4105829376
pentru carse avem

4105829376 = BHE8 « 461952
deci N = 461952.

Sugerdm cititorilor =4 incerce:

1* Rezolvarea problemei P2 prin metoda expus3 pentru problema P1:
2" Glzirea altor metode de rezolvare a problemei P1 si P2;

37 Determinarea numiirului scluftiilor problemei P1 (P2);
4" Enuntarea gl rezolvarea altor preobleme de acelagi tip,lucrand

deci cu aaaa,24f ,in loc de 8888, s5.a.
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AN INTERESTING PROBLEM OF DIVISIBILITY

ABSTRACT. In this note we give a complete solution to a very
interesting problem on divisibility:

Find an integer N such that the number N-8688 has exactly ten
distinct figures (in the decimal representation).
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