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CRITERI1 DE DIVIZIBILITATE CU NUMERE
AVAND TERMINATIA N 1,3,7 5I 9

vasile TULBA 3i Eudochia TULBA.

in prezenta lucrare am formulat gi demonstrat opt teocrame care
reprezintid criterii de diwvizibilitate cu numere de forma
al,ad,a7 si a9 {(numere avind terminatia in 1,3,7 i 9).
In demcnstrarea acestor teoreme am feleosit principiul suprindrii
ultimei cifre, ultimelor doud,..., ultimelor n cifre ale numdrului
A pe care il testim.
Parnind de la criteriile de divizibilitate cunoscute s5i din dorinta
de a afla =i altele am reusit =3 descoperim reguli de
divizibilitate pentru orice num3r prim sau neprim si =i le
generalizim.Generalizirile fHcute ne permit =4 formulim,deci, pentru
fiecare numsir prim, o dubl# infinitate de criterii.Din multimea
criteriilor corespunzitoare pentru acelasi numdr prim,putem alege
un criteriu convenabil, in functie de num#irul la care il aplicim,
astfael incidt =8 ne permitd o decizie cidt mai rapidi.
Testarea unul numér A dacd este sau nu divizibil cu un nundr dat
"3" =g poate face, aplicand prin repetare, de la inceput pand la
decizia final#d a unul singur algoritm sau aplicdnd mai multil
algoritmi, incepéind cu celi mai rapizi 3i continudnd cu algoritmi
din ce in ce mal lenti(in principiu, =e aplicd Iinjumdtdtirea
numdruluil.

Fie A=&,d, 18, 3. 8;8,2,8, un numidr de (n+l) cifre.
Notatii:

A-a,
10

=({A-a,) 107" -numiirului A i-am suprimat ultima cifri.



A-a.&
—pg = (A28 )10
¥ —numArulul A i-am suprimat ultimele doud cifre

r

A-a, ,3, 5...8;,&,8, A-A4 , :
2t a3 e R Z=(A-A,) 10" —numdrului A i-am suprimat
14+ 10®

ultimele n cifre.

A =d,, A,=a8,8,, A,=d,a.4,, AJJ=W-’ et

La teoremele 1,4,5,31 7 respectiv la aplicarea algoritmilor
corespunzitori acestor teoreme diferentele sa vor lua in modul.
Be considerd cungscutd tecrema:

Dac¥ a-b|A, atunci ala si b|aA.

Cazul numerelor pare sau al celor cu terminatia in 5 poate fi redus
la cazul celor studiate de noi(cu exceptia puterilor perfecte a lui

2 i a lul 5).

§.1 . CRITERIUL GENERAL DE DIVIZIBRILITATE
CU NUMERE AVAND TERMIMATIA IN 1

(de forma &l undeva“poate fi cifrd saug un numdr de mai multe

cifre}.

Fie A=a,3, .8, q-.-8;8,4, UuUn numir de (n+l) cifre.

Teorema 1.Numdrul a7 divide pe A dacd gi numal dacd suprimdndu-i

Jui A ultima cifrd i scdzdnd din numdrul rimas produsul a-a,, Sse

pbtine un numdr divigibil co ai .

g e . R =
Demonstratie: al |2 = ai IT a - a|
e L = i . A -a 23 )
ajDacd ai||- 1]]-::! a -+ a,| atunci ---1D—'5:! g -a,~al "k, keEN=



= A-a,-10a-a,=10k-al = A-&,-{10a+1) =10k-al = A=10k-ai+

+:EG'H‘_'A—'H'|:1{:|k+‘1L;:I Hml"q'

b)si dovedim implicatia inversH:

Daci
iy g L A-a, — al-k-a, —
al | A, atunci A-al 'k, keN « ——=2 —3:3,= -3‘a, =
10 10
A-a, _ ai-k-a,-10a-a A-a, _ al-k &,-{10&a+1
o _-Li-al_.l; r a i i HIHIJ e L {' _}_ =
14 1o 10 14
A-a, — alk-a -al A-a, _ __ k-3,
- -a-a,= - -3-a8,=al- =
10 H 10 10 g 10
Leiis A-éa o
e &7 1 -aa
|5 Ba, |
, ze ;e A-a, —
Din ai | A =1 ai || == a-*a, rezultd ci:
s e A& i
2l | A =3 1 -Z-a
| 1522 Fa,
Observatia 1.Humerelor de forma: a&01,&00l,acéi,..., 1li =e pot

formaila criterii asemdndtoare 21 suprimindu-3i luil & doud,trei,
patru, ..., cifre.Demonstratiile acestora sunt asemdndtoare cu cea
folazitd la teorema 1.

Observatia 2.Numerelor cu terminatia In 1 [(de forma 37 jle putem
formula gi criterii de tipul tecremei 2.

Exenple de criterii de diwvizibilitate cu 11.

A-a y A-a,a SRS
1). 11 Ja = 11 || _m:_a‘l" 2} 1].]|T|U':'—J_Un.alaE =11 | A
3]. 11|A = 1l||m—a a,8,/4). 11| A = 11!|m—'ua d,a.4, |
E 1000 M 10000 T pne R
Hotatii: ad.8,4.4,=43, .,; deci A =a4,;A,=4,8,;A,=8,4,8,
5} 11|Aa11||ﬂ_‘q§—ﬂq|; AR Ah11||ﬂ_‘qﬁ—;ﬂ‘ﬁf|.‘

10* 1o*
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7). 11 | A= 11 [[{A-A,} -1677-a,]; 8). 11 | A = 11 ||(a-a,) -10%-104,];

9). 11 | A+ 11 |[|{Aa-4,) -107%|; 10} 21 | A+ 11 |[éa-a,)-10 " -104, |

Interpretarca exemplului 7).

Un numir A se divide cu 11, dacd i numai dacH, suprimandu=i lui A
ultimele gapte cifre i scHzénd din pumdirul rdmas gruparea

suprimat#,se obtine un numir dAivizibil cu 11,
Interpretarea exemplului 4)

Numérul 11 divide pe A, dacid si numail dac3, suprimandu-i lui a
ultimele patru cifre gi scHzand din numiirul rEmas produsul dintre
10 5i gruparea suprimatd, se obtine un numir divizibil cu 11.
Exenple de criterii de divizibilitate cu 31:

1) 31 | A= 31 }|{a-4,) 107 -34,[; 2) 31| (a-4,) 1072 -224, | = 31|A
3) 31 | A= 31 ||(a-a,)-10%-274,]|; 4) 31||(a-a,)-107-12A,| «+ 31]a
5) 31[A4 = 31]|(A-A) 105 -2684.|; 61 21| |(A=A,) 10" -154.| = 314

7) 31|A = 31]|(A-A) "10 -6, |.

Tnterpretarea excmplului 1)

Numgrul 31 divide pe A, daci si numal daci, suprim@ndu—i lul 2
ultima cifri gi sclziand din numidrul rimas produsul dintre 3 si
cifra suprimetl, =e obtine un numiir divizibil cu 31.

Interpretarea exemplului 7).

Numdirul 31 divide pe & , daci i numal daci, suprimandu-i lui A

ultimele 10 cifre 5i sczdnd din numirul rdmas produsul dintre & si
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gruparca suprimatd, =ze obtine un numiir divizibil cu 31.

Exemple de criterii de divizibilitate cu 41:

1) 414 = 41]|(a-4,) ‘107 -4A, |; 2) 41||({A-A,) -10%-254,

1) 41]|a = 41]|(a-A,)105-44,|; 41 41||(a-Aa,.) -10%-a04

Exenple de criterii de diwvizibilitate cu &1:

1) 61]Aa = &1]|(4-4,) 10 -64,|; 2} 61|A = 61|| [A-A,1-1072-25A,|;
1) 61|A =d)|(a-A)-107-74,|; 4) B1l]A = 61||(A-A,)10%-84, ;
Exemple de criterii de divizibilitate cu 71:

1) 71ja = 71}|(a-A) 107t -74,|; 2) 71| A =71 {A-A)107-22A,|;
3} 71|A = 71||({A-A)1D7%-514,.|; 4) 71|A = 71}[(A-A,) 10 F-244 |;
5] 11}A = 11|{(A-A,,)1072%-A_ ) ; £) IL|A = 31|[(A-A,;) 10734 |;
7] 41]A = 41|{(A-A4,. )10 '"-Aa.); 8) 6L]A = 61||{(A-A )20 %54 )|

9] 7ija«71|{{A-A,;)1077+34,,); 10) 101|A=101||(a-3,,)-107*°-1004,,|:
Aplicatiis

1l)a)Fie numdrul A~5678163.

Sf-1 testim cu 11

E578=1.163=5515

| 55-10.15|=95

95§ 11

deci 11 [ A

Suprim#im ultimele 3 cifre i scidem din %678 pe 1.163 si obtinem
5515, Suprimdm ultimele doud cifre =i scidem din 55 pe 10«15 gi
pbtinem 9% (diferenta am luat-o in modul).

Despre %5 stim cd nu se divide cu 11,deci nici A nu se divide cu

11 ,sau

b) 11|A = 11||5678-14163| = 11||56-10"15 = 11|95 propozitie
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falsd,deci 11fA, sau, cu ajutorul congruentelor, putem scrie:
©)BE7B-1.163-5515=(55-10-156) (modulo 11)=95=7 (module 11) = 11Ja,

=il

dlagezate aceste calcule intr-o schem¥ aratd astfel:

e — — =
|| Ai117 P, Pa P, F,
A=56TE167 5678= 55— 11f9s 11fA
163 150
5515 | =95 |
——iar—— e e —
sau
elagezate gceste calcule Iintr-c altd schemi, aratd in felul

urmitor:

-567R1IET
163
RGI16

-150

|-95| # 11

deci 11 | A

Gruparea suprimatd am marcat-o cu o bard deasupra si se aplicH
pasii precedenti.

21Fle numdrul A=6000000000L1.583-1 tastd3m dacd ecste Aivizibil cu 31.

£-6.0000000001 =D
0:31  deci 311A

din &(numfirul rdmas) pe &.0000000001 obtinem O,deci 31!A.

-Suprimandu-i Iui A ultimele 10 cifre si scHzénd

Tot la acest exXemplu testarea se putea face 2i cu algoritmi mai

) &000D0D0O0D0L
lenti, sau aplicidnd schema: -6 daci 31|A
0D:31,
Gruparea suprimati am marcat-o cu o bard deasupra.
1 PFie numdrul A=930023.
5i-1 testdm cu 41
980-23023=451

45-4-1=41
41:41

decl, 41|A
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Suprimim ultimele 3 cifre numdrulul A i scfidem din 980 [(numdrul
r3mas), produsul dintre 23 (din tabeld) i gruparea suprimatd
023,ocbtinemn 451.Suprimdnd ultima cifrd pe 1 51 sclzand din 45
{numdrul ramas), produsul dintre 4 (din tabeld)lgi 1{cifra
suprimatd), obtinem 41.

Deci,41:41, adicH 41|A

§2.CRTTERTUL. GENERAI. DE DIVIZIBILITATE CU NUMERE
AVAND TERMINATTIA TN 9

(da forma a9 unds”™ a "poate i cifrd sac un nundr da mai melle

cilre)

Fie A=a,d,,...8,8,8, un numdr de [(n+tl) cifre.

Teoprema 2.0n numdr d= forma a9 divide pe A dacd gi numai
dacd,suprimandu-Ii Iui A ultima cifrd gi adunand numdrului rdmas

produsul  (&+1)-a,, =e obtine un numdr divigibil cu &% .

: Ay
Demonstratie: 8% | 4 = af | [ 13" +i{a+l) ‘at]

A-a, A-3,

a)bacd &7 | [ ~{a+l) 'a,;), atunci +{a+l) a,=adk, kcHw~

= A-g +103a,+10a,=10kaF w A-+10a% +34,=10ka7 +
. A3 (103+9) =10k'3T = A+afw,=10ka0 = A=10kE0-ada, =

~ A=39(10k-a) = ad|a.

— S A-a —
biDacd a9 | A, atunci A=afk, keM = lu':'+i&+l}'a,:,=

= - =y o 1 =. 102
£ E-|':'+iE+J.]',_=.l:I e ala*{E+1]‘al:= sk 5'—'*1?}5' od Bt ] B
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A-g, a9-k+10aa,+%a, L A-a

(F+1) a,= © (@11 -
e 10 10 it
afkia, (10a+9) A—at+[§+1_ s _ avk+aba, A-a, PRt
z 10 10 e 10 Ty A
— Kk+a, A-a .
=a9- -t |[ - ”+Ea+1}-an].

Din a) i b) rezultd echivalenta.
Observatia 3.

Numerelor de forma: a%9,a%9%,5959%, ..., li =ze pot formula criterii
de divizibilitate asem3iniitoare $i suprimdndu-i lui A doul, trei,
patru,...,cifre, liar demonstratiile lor sunt asemdndtocare cu cea

folasitd 1la teorema 2.

Observatia 4.

Numerelor cu terminatia in 9 [(de form& &7 )Jle putem formula sgi

criterii de tipul teoremei 1.
Exenple de criterii de divizibilitate cu 19:

A-a . . .
19]A = 19 L +2a|: 19|A = 19|{{A-A_) 1073 +44)
gy I |[ 10 +a‘] 2 2! (a2, :
SAT 1421=399; 4=3+1
3) 19]|A = 159|{{A-3,) 10 F+84,); 4) 12]|a = 12]((A-3,) "10"4+164,)

Notatie: A,=4;; A;=8.a,;; Ay=a,8,8;,; A;=3.8,9,;F;: -+

5) 19]|A = 15[{(A-4;) 10™%+74.); 6] 19|A = 19){la-A.)107%+54])

Tnterpretarea exemplului 1):
Humdrul 1% divide pe &,dacd s5i numal dacdH, suprimdndu-1 lul A
ultima cifrs gi adundnd numiirului rimas produsul dintre 2 si cifra

suprimatd, e obtine un numdr divizibil oo 19.
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Interpretarea exemplului 5):

Numirul 1% divide pe A,dacd i numai daci, suprimdndu-i lui A
ultimele & cifre si adundnd numirului rimas produsul dintre 7 si
gruparea suprimati,sze obtine un numidr divizibil cu 19.

Exemple de criterii de divizibilitate cu 29:

1) 29|A = 29){(A-A}-107"+3A)); 2) 28]|A = (29[({A-A)107+04,);
3] 23|A « 23|{(A-A) 10 "+4A); 4) 29]|A = 29[{(A-A)-107%+74,);

5] 29|A « 29|{{A-A, )10 1"+54,);

Interperetarea exemplulul 1):

Hum#rul 2% divide pe A, dacd g£i numal dacd, suprimidndu-i lui A
ultima cifrd gi adunand numdrulul rimas produsul dintre [(2+41] si
cifra zuprimat¥, =ze obtine un numir divizibll ocu 29.
ITnterpretarea exemplului 5):

Numfrul 29 divide pe A, daci g£i numail dacl, suprimindu-i luil A
ultimele 10 cifre si adunand num3rului r3mas produsul dintre 5 gi
gruparea suprimat¥d, =e obtine un numdr divigibil cu 29.

Exemple de criterii de divizibilitate cu &59:

1) S9|A « 59|[{A-4,)1071+64,); 2] 59|A = 53|{(A-A,) 10 *+364,);
1) 59]A = 53|({A-4) 1077 +404); 4) 52|A = 59|({A-A;)}1077+44.):
Exemple de criterii de diwvizibilitate cu 79:

1) 79|4 = TBH[A—A1Jﬂﬂ’1+Eﬂﬂ; 2) 79|A - TEHEA—A&}ﬂIT3+E4ﬂ@k
1) 72|A = T"Iil{{ﬂ—ﬂh) 10 “+33ADJ'|: 4) To|A = 79| la-A ) 107%+524,);
Exenple de criterii de divizibhilitate cu 29:

1} a3]A = A9){(A-A) 10 1+2A); 2y 82]A « Bo|{{A-4,) 107 +814));

3) 82]a ~ 89){(A-A,) 107 +204)); 4) BY|A = 89 [((A-4,) 10 +24,);
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unde Ay =a,; A;=a,8,; A3=d;&.4,; A=d,d,a.4,

Aplicatii:

Fie numdrul A=1323473.

13234+9.,.73=1389]

138+9,91=957

S9E+3.7=116

I11+3.6=20

29129

S3d=1 testim dacid ae=zte divizibil cu 29,

Suprimim ultimele doul cifre gi adunim numdrulul r3mas produsal
dintre 9 i 73, obfinem 138%1.Suprimi#m numirului obtinut ultinele
doud cifre gi adunim numdrului ri3mas produsul 2.91 si obtinem 557.
Suprim¥m lui 957 ultima clfrd si adunim numdrulul rimas produsul
3.6 5i obtinem 116.Mai suprimidm odatd ultima cifrd si adundm lui 11
produsul 3.4, cobfinem 29.Despre 29 stim cd se divide cu 29,deci =i

AiZS . sau,

29]A = 29]|{13234+9-73) « 23|({13B+9+91) ~ 29|(9h+3+7)

ropozitie
= 29|{11+3-6) « 29|29 prer ¢

adevdrati, decl 29 A,sau

(13234+92.73)=13891={138+9.91){modulo 29)=9657=({596+3.7)(modula 29)=
= 116={1143.6) (modula 29}=29=0 {modulc 29) +« 29%/a, =aun

agezate aceste calcule intr-o schem¥, arat¥ in Felul urmdtor:

1323473
+ 57
13RGT
+ Bl
+ B5Y
21
+ 116
18
29:29 deci 23| A

Gruparea suprimat¥ =sau cifra suprimatd am subliniat-o cu o bari

deasupra i se aplicl pasil precedenti.
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Practic, testarea unui numir A dacd se divide cu un numir b, se
realizeazdd cu aceastd schem#l si nu cu celelalte wvarlante
prezentate.

2)1Fie num#irul A=8917643590137.83-1 testHm cu 19.

1947 B, F,
4=E817e43590137 201 Te4a34 13045+ 178-
4130959 4814 254
l 1345602 17864 e

P,:am suprimat lul & ultimele 6 cifre si am adunat numdrulul rimas
B217643 pe produsul dintre 7(din tabel#) gi partea suprimatd
530137 obtindnd:130438602.

P.iSuprimdnd lul 13048602 ultimele 3 cifre, pe 602, obtinem 13048.
Adundm lui 13048 pe 8.602 i obfinem:l17B64(8 este din tabeld).

P,i5uprimind Iui 17864 ultimele douli cifre,pe 64,cbtinem 178.
Adundm lui 178 pe 6.64, ocbiinem 434(4 este din tabsld).

P,:Suprimdnd lui 434 ultima cifri,pe 4, obtinem 43.Aduném Iui 43 pe
2.4, obtinem 51(2 este din tabelid).

P.—-P.: Decidem: 51:19,adicd 19fA.

Teztarea Se putea face sl cu schema de la aplicatia 1, aceesa
este mal rapidid si mal practic3.

Observatia 5:

Cdnd Inmultim numere cu terminatia in 1{de forma &7 | cu numere
care au terminatia in 9(de forma BF ),obtinem numere cu

terminatia in % de forma cCF

Teoroma 32

15"" + [B+1 }*au), unde 937 -5b7

al .aﬁga.;:ﬂ[

Demonstratie:
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A-a, A-a,

ajbaci 9&71 | [ +(B+1) 'a{,) atunci b {B+1) e, =9a1k,

kEMW = A-a +10bw,+10a,=10k9-31 = A+10ba +%3,=10kF5F =
= A+&, (10D+3) =10k-BF = A=10kFE5-a,PF = A=hF-(10k-a,) =

= A4=0-37-(10k-a,} = al  A;

e Jutay A-a
bibacd &I | A, atunci A=al-h, heN = 1u“+{E+1jﬁﬂ=

alh-a, A-a, ath-a,+10ba,+10a
BT T it et AR LA B
A-a, aihiloba 192 A-a .
= BN T B B Wb e S, NP B PR
T B . 10 10 [Lat)a,
alh+a (105b+9 A-a aih+a b
_ g ] o n+:Er1}ﬂg T e R g
14 10 10
A-a; al-h+%aia, A-a —_ h+3a3
s +(b+1) a,= = 1 4¢HB41)y 371" i
o ( 1a, 10 h { Yra,-a -

—| A-a
o !( TRl -a“]‘

Din &) i b) rezulti echivalenta.

Aceastd demonstratie justificH afirmatia de la observatia 2.
Exemple:

54 formuld3m un criteriu de divizibilitate pentru 21 de tipul
tegremei 2.Pentru aceasta inmultim pe 21 cu 9 pentru ca din numdr
cu terminatia in 1 s¥ devind numdr cu terminatia in 9, iar
criteriul ce-1 vom stabili pentru produsul obtinut va fi adevirat
=1 pentru 21.

Deci 21+9=189. Formuldm criteriul.

Numsirul 189 divide pe A, daci 5i numai dacd, suprimiandu=-i lui A
ultima cifrd =i adundnd numdrulol riimas predusul dintre [(18+41) si

cifra suprimatd, se obtine un numdr dAivizibil cu 189%9.Inlocuind pe
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189 in aceastd formulare, cu 21, veti obtine un criteriu pentru 21.

Dheervatia 6.

cand inmultim numere cu terminatia In 9 (de forma a% )} cu numere
care au terminatia tot in 9, =e obtin numere cu terminatia in 1 de

Tformne &1
Teorama 4.

oy . |A-a
E0|A = 939 —Iai—bﬁg. unde 33%=pb7

Demonstratie:

A-a,
10

B A a =3
a)DacH 9'39| ., atunci _:ID_D Ta,=9-adk, keN =

-bra,

~ A-g,-10Fa,=9-10ka7 = A-a, (10P+1) =10k9-'ad = A=

=10k9 G0+a,BI = A=10k9AF+a,8 a0 » A=aF (50k+5a,) »ad |4;

bjDacH a%|A, atunci A=a3-h, heN = ii.;]— Bra, = a_@-‘lhﬂa_n Era, =
. ash-a,-10ba,  A-a, Fes agh-a, (105+1]
14 . 10 10 xd 14
e s Ak
- Al—:c. 5 aﬁ=sﬁ-%f% - 930| | 2% Fa,| = B g‘a‘l'jt' % 2o

Din a)l =i b) rezultd echivalenta.
Demonstratia teoremei 4 confirmd  justetea afirmatiei
oh=ervatia 4.

Exenple:

af formuldm numdrului 19 un criteriu de tipul tecremei 1. Pentru

aceasta i1 vom inmulti pe 19 cu % pentru ca =3 devind un numdr cu
terminatia in 1.Deci 12.9=171 i formul¥m un criteriu pentru acest
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produs, care va fi adevirat si pentru factorii predusului,deci 1
pentru 1%9.

Numirul 171 divide pe &, dac# =i numai daci, suprimindu-i lui A
ultima cifrd gi scizénd din numdrul rdmas produsul dintre 17 31
glfra suprimat3,se obtine un numar divizibil cu 171.Inlocuind In

aceastd formulare numirul 171,.cu 19, se cbtine criteriul pentru 19.

§.3.CRITERII DE DIVIZIBILITATE CU NUMERE AVAND TERMINATIA In 3.

{de forma a3 unde*a"poate fi cilrd sau un numdr de mali multe cifrea)
£

Observatia 7.
cand fnmultim numere cu  terminatia In 3 o©Cu numere  care au
termninatia in 7 se obiin numers cu terminatia in 1.

Tindnd seama de aceastd observatie, wom putea formula criterii de

divizibilitate de tipul teoremei 1, cu numere de forma a3

Teorema 5.

A-&. _ e —
FF|Ae7a3 || ‘1|:|D -c-a, | , unde 7a3-c1I
Demonstratie:

A-d3, — : A-3. _ £H013 :
a)Dacd 7-33 | ujun—cﬁﬂl atunci 1DE—CEU 7@k, keN =

= A-a,-10ca, = 10k7:a3 ~ A-a,-(10c+1) =10k 7" ai = A=

=10k-7 ‘ad-a, ©1 = A=a3i-7+10k+a,'7-a3 = A=ai-(10k+7a,) = ai|a;

e ’ p— A -&I:I e E‘;’I_au -
biDacd &3 | A ,atunci A=a3-h, heN » ——=-c'a,  —o— "3 =
A-ay - 23h a,-10ca, A-3y . a¥h-a{1oc+l)
B - — - _ "I -
10 y 10 10 : 10
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- - -Cray, =
; 10 10 - 10
A=y 153 h-Ta, 7 33| &y -
—— — =h g = d
10 4 10 .

Din a) =1 b) rezultd echiwvalenta.

Dhservatia 8.

cand  inmultim numere cu terminatia in 3 cu numere carc  ad
terminatia tot in 3, obfinem numere cu terminatia in 9.Folosind
acestd obeervatie,vom putea formula criteril de divizibilitate de

tipul tecremel 2, cu numere de forma a3

Tearoma .

A-a,

a3 |A = 3a3 |[ 4tE|1}aD], unde 3-33=c9

Demonstratie:

TR i T T A- _ .
a|Dacl 3-a3 [ _,j"*l:-::llfl'a.:.]: atunci 1§”+{¢r1‘;-a,=3-a-3-h ke o

- A-a,+100a,+102,=10k3E3 = A+100:2,+94,=10k3'aF < A=
=10k-3@3-a,C9 + A=10k3-ai-a,2aj = A=a3-(30k-3g,) « az|A.

A-a, adh-a

hibacl &3 | A ,atunci A a3k, helN = +{E-+:|]-a.;=f +(Tr1) |, -

o

A-a, — a3h-a,+10ca,+10a A-dy,  —
:D“41c+1ﬁaﬂ=— 2 5 1 - 1d—lfﬂ+l}ﬁj=

_—

23h+a, (10C+?) A-a,

E‘hlﬂn'l‘:—_‘:’ A E-l',:,
T 10

o4l)a s ——— - 2 +(o+1) a,=
el g 10 T 24

3 W

;_I-a}hﬂ*a.?'au A-& hi3a,

- - © 4+ (C+l) @,~2 @I —=— = 373
10 10 [ L 310 |

A-A —
5 L+ {C+1) 'a,:,]
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Din &) si b) rezultd echivalenta.

g¥ formul¥m criterii cu numere de forma as
citeva criterii de divizibilitate cu 13.

13 |A = 13] A4 i 13 |4 = 13| A4 Laa,;
1)y ' 10 . 2) 10 G
137=91; 9 13-3=39; 4=3+1

13]|a = 13| ({A-3,) 104-104,) ; 13 |4 = 13| {{A-A,)-10 Pe3A1)
3] % '
1377=1001; 10 13-23=299; 4=2+1
5) 13|A = 13| {(A=-2,) 107%-4-3)); 6) 13 |4 = 13| {{A-A) 10 "+A);
unde A =dy; Ay=a@idy; AiT8yd dy; A=A 838, - - -
fiteva criterii de divizibilitate cu 23:
; 23|a = 23| [(a-4,) 10 '-164, |; ] 23|A = 23|{{A-A. )10 +TA);
1) 2 -
237 =161; 16 233=69; T=611
” 23| A = 23| [(4-3,)107-204,[; . 23|a =23 [{A-A,) 107%+3A4,);
] "1_,-
23-87-2001; 20 23-13=299; 1=2+1
ridteva crilterii de divizibilitate cu 43:
23la = 43||{a-a,)-10 =304, |, } 43|24 = 43| ((A-A) 107+132,);
5 !
437=301; 30 43 3-1259; 13-12+1
; 43|A = a3| [{a-A,) 1072-34, |; ] 13|A = 43| [(A-4,) 107 +4DA);
3 4
437=301; 3 43-93=3999; 40=39+1
5] 43]|A = 43| [lA-A) 107 T4 6] 43|4 = 43| {(A-4,) 107 +2A);
chteva criterii de divizibilitate cu 53:
53| A = 53| |(A-A,)1071-374, |; 53)A = 53[{{Aa-A4,) 10 T+1EA,);

1] 2]
L37=371; 37 533=15%; 16=1511
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3) 53|A = 53| |{A-4,)10%-34, |; 4 53|A~53]im—gﬂl]-1n-?—u¢j;

5) 53|A = 53| |(A-A.,) 2107074 E

Céteva criterii de divizibilitate cu 73:

T3|A =73 |{A-4,)-101-514, E
1) 2]
737 =511; ‘Bl 73:3=219; 22=21+1

T3|A = 73] (lA-A;) 1024224, ),

ET

A =73 ld-a,) 10 *-4, |; 4) 72|A = 73| ((A-A)1070+4,);

Cdteva criterii de divizibilitate cu B3zl cu alte numere,

i 23|A = 93] |(A-4,) 107 -584, |; 2 B3| ((A-4,)-1D '+254,) = 83| &
437=581; 54 83-3=243; 25=24+1

3) 83|A = B3| |lA-A) 10724, |; 4) 83[A = 83] {{A-A,) 107%+4BA,).

5) 13]|A = 13| |(A-a,,) 107734, |; &) 23]4 =~ 23| ((A-A,)1072%+84,)

7) 43|A = | (A=A 010782, |; B8) 53|A = 53| |[{A-A,,)10720-44, |

9) FI|A = T3] [lA-A,,0 10 P4, E 100 B3|A = 83| [{Aa-a,) 10 24,

117 13[A = 13| ({A-A,,) 107432, ), 12]) 23]|Aa = 23| |{A-2,,) 1064, |

13) 43[A = 43| {{A-A,,)107%+52,}; 14) 53|a = 53| [{a-a,;)10*%-g04,,

15) 73|A = 73| |{A-A,,)107%-a, |; 16] 83|A = 83] {{A-A,,)107%+4,)
17) 13]|A = 13] [(A-4,,) 107 -34,, | 18) 23[A = 23] {{A-A,,) gL s Bl 5= Y
19) 43[4 = 43| |{A-A,,)107°°-52_|; 20} 53|A =~ 53| [{3-4,.) 1075-42,, |

21) 73|A = 73| |{a-a, 0204, |; 221 83|4 = 83| [{A-4,,) 10 +4,))

237 13|A = 13| [{A-8,0105-34,,. |; 24) 23]|A = 23| [(A-A,.) 107244, |

25) 43|A = 43| [(A-A,,) 107 -84, |:  26) 53|A = 53] |(4-4,.)10 ¥ -64,, |

27) 13|A = 13] [(a-A,,) 10732104, |; 28) 13]A = 13| ((A-Ay0 10 F+34, )
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29) 23[A = 23| [(A-A, 1034, |; 300 23|a = 23] ((A-3,.) 107354204,
31) 43[A = 43| [(A-4,) 107384, |; 32) 43]|a = 43| ({A-4,5) 108 4354,.)
31) 534 = 53| |(A-A,,) 1072, [: 34) 53|A « 53] {(A-4,,)10 Y4494,

15) 73|A e 73| |(A-A,;) 107?634 36] 73[A = 73] ({A-A,) 10 F+104,,)

1a |i

§.4.CRITERTT DE DIVIZIBILITATE CU NUMERE AVAND TERMINATTA fNM 7

(de forma a¥ unde*a“poate fi cifrd =au un numdr de mai multe

Cifre}.
Fentru a formula criterii de divizibilitate cu numere de farma

&7 , putem proceda in douf moduri.

Observatia 9.

Inmultindu-le cu numere care au terminatia in 3 pentru a obtine
numere cu terminatia in 1 i formuldm pentru produsul obtinut un
criteriu de tipul tecremei 1, care este adevirat =i pentru factorul

initial.

Teoroma 7.

v L ., | A-a _
az|A = 1-37| t d-a,|. unde 23-37-9%
Demcnstratie:
gl ) A-d, . A-dy =, :
ajDacd 337| = da,| atunci e ~dha, =337k, keM « A-a,-10d-a,-
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=10k3 a7 = A-a,°(100d+1) =10k-d1 = A=10k-TT+a, dT = A=

=di-{10k+a,} »dIla=3a7 |A+=a7 | a;

- B A-a ar7k—
bibacd a7 | A ,atunci A-av-k, keW e & 'aﬁu=éziﬁjé" da,
o Aay Ay a7 k-a;-10d-a, o A-ay L. a7 k&, (108+1)
10 10 10 140
— 3 F7 k-2, T
— A—E,:, - gk ETIEU nﬂ_au —EI'"L'-I 3 ? A_a':' E‘. ot
10 o 10 10 : 10 T =
3:@?-3'a,3a7 A-a, __. h-3a ey | A2
= -~ TSR .-l_l:i'- :; =3_- i a ?!_n. o _E'-.a
310 T e i U ol
_— | A-2
= a7 LI
& | -lu (1]

Din a) i b) rezultd echivalenta, sau
Observatia 10.

fnmultindu-le cu numere care au terminatia in 7, pentru a abtine
numere cu terminatia in % gl formuldm pentru produsul obtinut un
criteriu de tipul teoremei 2, care ecste adevdratd 5i pentru
factorul initial.

Teorama 8.

A-a,
1

a7|A = 137| [ -

v {d+1) ta,], unde 7-a7-4d9

Demonstratie:

Lo A-a, . A-a, P -
ajbDacd 7-a7 | [ 'H}L +{d+1) "iu] atunci _H}" +{d+1)-a,=7'a7k, kel =
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= A-q,+10da,+10a,=10k7 a7 = A=10k7a7-dda, = a=d5-(10k-a,) =

= A=7-a7-{1Dk-a,) = a7 | A;

- i . i - a7k-a,
blbac &7 | A, atunci A=a7k, kel =~ l—L?':'—'[E‘ﬂ]'a,_, -TE'!J+(H+1} "y -

- _ark+10da,+10a, A-d, a7k 0da,+9a,

=
+(d11) d+1)-a,
'Nlui']'jL1 10 1Di 2 10
A-a, a7k+ay (10d+5) A&y o
S +{d+1) g, — i - —-1-h—+{3+1j a, =
! G7kea, 7T -
7 2 - &, Ta?(k+7+a,)
= — - +{d1) a,=
in 10 7410
S - I O G
o Teg7 [ﬁ1§°+[_ﬂ‘+1] -a,]] -V [ l§°+{3111 'auJ
Din a) £i b) rezultd echivalenta.
CAteva criterii de divizibilitate cu 7:
T|A = 7] |ta-4) 107124, | ; 7]A = 7] ((A-4,) 1072 +54)};
] :l e :|. .
T3=21; 2 T7=49; B=4+1
T]a = 7] [{A-4,) 1072-34, |; 7|A=7|[{A-4,) 107%+aA)
3)
T43=301; 3 TaT7=35939; d=3+1
5] 7|A = 7] |(A-A)207-2, |; 6) 7|A = 7] {{3-4;) 107%+£2;)

unde A, =a,; A,=8,8;; A,=8.8,3,; A;=3,2,4,8,, .

Ciéteva exemple de criterii de divizibilitate cu 17:

17]A = 17| |la-A ) 1D =54, |; 17|13 = 17| ({&, ) 1072 +124, );
1) e 2) ;
173=k1; L) 17-17-11%9; 12=11+1
17|A = 17] |[{A-4,) -107%-94, |; ; 17]A = 17| ((A-3,) 10 %484, };
3 4

201=17-53; O 1747 =759 T +1
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Cdteva criterii de divizibilitate ou 37«

‘,| 37|A = 37| |{a-a,) 10 '-114 |; i 37| ((A-A )10 1+264,) = 37 |A
1 2 B

373=111 11 377=259; 26=25+1
3) 37]|Aa = 37| |(A-A) 10 %-36A_ |: } 37(A = 37| ((A-A;)-107%+A);

Cidteva criteril de divizibilitate cu 47:

47]|A = 47| |(A-a,)101-144 | 47 (A = 47| ((A-4,) 1071+334, };
I 2]
47-3=141; 14 4747 =329; 33=32+1
3] 47|A = 47| |{A-A) 10 5-34, |; 4) 47]|A4 = 47] ({A-A,,) 10710404, ).

Cateva criterii de diwvizibilitate cu &7-

5 67|A = 67| |{A-A,) 10 -204, |; 55 A7) ({A-A,) 107 +474) = 67 |&
1 5 :

673 201; 20 B77T=469; 47=46+1
3) 67]A =67 [(A-A110 =24, |; 4) 67]A = 67| {(A-A,)107"+44,).

Cateva criterii de divizibilitate cu 97:51 cu alte numere:

37 |A = 97| |{A-A,) 107 -294, a1 97|A = 97| ((A-A,)1071+684))
97-3=291; 29 97 7=679; 68=67+1

1) 97| = 97| ((A-A,) 107"+64,); 4) 37|A = 97] {(A-A,,) 107%+24, }.

5) 17|A = 17| [(A-A,) 107 -aa,, |; 6) 37|A = 37| ({A-A,.)1071%+4,,)

71 47|A = 47| ({A-4,5) 107424, ), 8) BT|A = ({A-A,,) 107 +64 )67

9) 97[A = 97| ({A-8,,) 1072%+42,,); 10) 7]A 7| |{A-4,5) 10°%5-2a, |

11) 1A = 17| {{Aa-3,,) 10 +4,); 12) 37]A = 37] {{8-3,,)-10 *+4,))

13) a7|A = 47| [(A-A,)-107%7-4,, |: 14) 67]A = 67| |(A-A,,)10 %53 |
15) 37|4 = 97| ((A-A,) 10 "°+84,); 16] 17]A = 17| ({A-A5,)-10 5%+84, )

17) 37|A = 37| {(A-A,) 10" +a,,); 18) 67|A = 67] {{A-A,) 107474, )
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1%9) 97|48 = 97| |(A-A,,)“107%-4,_ |; 20) 7lAa =~ 7| |[{A-A,,) 10 -34_ |

21) 7|A = 7| ({A-A,) 10" +24,,); 22) 17]a = 17| |[(A-A,) 10 -5 |
231 17|A = 17] {{A-A) 1075 +8A, )  24) 37|48 = 37| |[{a-a,) 10 -3864__ |
25) 37T|A = 37| {{A-A )10 %F4A, ) 26) 47|a = 47| |(A-4,.) 105 -54,, |
27) 47]A = 47| (1A-A, )10 +414,,);28) 67 |4 ~ 67| |(A-A, )10 _66A,, |

291 67]A = 67| (1A-A, )10 +a,).



2%

TABELA

cu caracteristicele primelor numere.

Numerele cu care inmultim cifra =au gruparca suprimati le numim

caracteristici
T — = £ : —_ F = — . = _':li
Caracteristicils pentru munfrul cifrelor suprimats

| cifry Zcilre | 3 cifre | ¢ cifrs | 5 cifre | 6 cifra | 7 cifre| 8 cifre| 9 cifre | 10 oifrs

l - + - t =1+ -1Vt =<0 -1+ =014+ -14+]-=-1-+ - r
— — = = e — o
T z 5 3 § Lia] 52 s3lafir]zls)lz2lel1rls g , l

11 1 Jiwo| 1o 1 L (1o 10| 1| 1 faeflif 1 11w w11 {i]w]| 1

13 ) i 141 3 1 1| 4 4 lmwmpizl o1 4 §] 10| 3 1 12 i

6]

Il.‘- s (12| o | el e|n] e sl 2wl lelels]s]s

e |z« Tulzl3 | laz| 7 (s uf|wlesl1]m] 2 i—i
Blw |l s z]aluls]sir]m]slEls]ale T8 BT BT

Bl afo|o]ala]enalwlulsl el azlrls]alals

Hn k3 L g A7 6 120 1% 26 | 5| 15) @6 | 17|14 11 | o M| 2 1 ]
vl |l o |w|w|rufml w2 [ulslzlolnl i |als

M| e || s |uw|s|wlalwloli]s]ml=sw]lalulalw] o 1I

=4

=]

0 [ || 3 [ el ulol2{alarlsl vl s lalalal =] s
vl uw[n|s|s|wlalo|u]s|alslelalalolz]ilelnls
53 | 37 (16 9 [ 49| 5] s || m]a|w| 3] 4 |l xlezlor] 3| 3 asl

54 53 i 21 el 20 3% 2|57 12047 1x| 1ol ss) s)asl om 33 2l
6l | 6 |ss| =5 [ w |3 || as|s]aesal ol 2 5al 13 ezl 8|l e
[N 20 |47 2 6Bl 27 [ 40 63 ) 4| 23 | s} 5| 59 | 410 26| s 16| 521 15| 32| 35
71 7 4| 22 49 | 50 | 12] 13 | s Rl g mafee] 2 QRe}s7 4420 4| 4 M| o

51 21 27 d6 | 10 [ 63f 1 [ T2 22|46 T lex|o] 2l sl 22 o7l o4 I
i | ] 15 [ 64 | 41 | za| 1267 ) 17 | e2)s7| 22161 12] 14 RS 3% 46 | 27 | 52
sg [25] 39 |wa |62 2] se{n| ] iaf 7] 26 |10l 6n] 18 65| 5] a5 ] 45 |
Rt N a 2 Bl | W2 )17 25 | ed| 47 Qa2 67| 2 e 2] sv ) 2 18] 16 | 72
ot | 2 [se] e les|az|ss| o |se|a]ea|m| alolawlalelolol sl
ul- 10 | 49l 1 I | 9L | 10| 100 | | 0 ]91d 1| 1m E:h 100100 1] 0] %1 1 |1cd
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§.5. CONCLUZIT 5T FREZENTAREA TABELET

Definitie: Numdrul cu care inmultim cifra saw gruparea suprimatd o
numim caracteristicd.

Adaptand cele opt teocreme la cazurile particulare de numere
prime,cuprinse intre 7 =i 101, am intocmit o tabeld in care,
flec8rui numir prim, din acest interval,ii corespunde céite 20 de
criterii (20 de algoritmi) de divigibilitate.

Tabela contine 460 de caracteristici care inseamnd tot atétes
criterii de divizibilitate.

Tabela contine 23 de 1linil si 11 coloane mari.

In prima coloand din stdnga sunt trecute numerele prime incepand cu
7 51 terminand cu 101.

Pe linia fiecHrul numiir prim existd 10 coloane, fiecare din ele
fiind impértitd In doud pdrti: cea din stanga este cu "minus", iar
cea din dreapta este cu "plus",

Tabela folositd In forma datd, 43 posibilitatea s=3-i suprimim
numdrului cercetat A, maxim 10 cifre, in doud moduri:

1) Inmultind caracteristica de pe directis lui minus cu
grupares suprimati $i sc¥izand produsul obtinut din numdrul rimas(in
cazul tecremelor 1,4.5% =i 7), sau

2) ipmultind caracteristica de pe directia 1lui plus cu
gruparea suprimatd i adunand produsul obtinut numSrului r3mas{in
cazul tearemelor 2,3,6, i 8).

Numdrul coloanei de pe linia fiecdrui numdir prim ne indied cite
cifre se suprimd numdrulul A,evident,{infnd seama de lungimea lui.

In tabeld figureazd cele mai mici caracteristiei posibile
pentru a suprima un anumit numir de cifre la num3rul A. Dar, pentru
acelagl numnir gi pentru a suprima acelasi nunir de cifre, putem
avea o infinitate de caracteristici de forma: a+7k unde a-este
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caracteristica din tabel¥ corespunzitoare numirulul prim 7; a6,
a€N", aeN. Aceasta Jjustified afirmatia din prima parte a lucr8rii:
* Pentru fiecare numdr prim,putem formula o dubld infinitate de
criterii®. Dubla infinitate se mail Jjustific¥d si prin faptul ci
pentru filecare numir, putem enunta doul tipuri de criterii:unul
prin scidere, atunci cdind le facem 53 aibd terminatia in 1 si altul
prin adunare, atunci cand le facem =3 aib¥ terminatia in 9.
Aceste ultime preciziri ne indreptiifesc si le nunim pe teorema 1 si
teorema 2- oriterii generale.

a) Pa linia 1ui 7, coloana 5(cifra), citim caracteristicile 4
pe directia lui minus $i 3 pe directia lul plus.
Ce putem face cu acestea?
Formuldim cu fiecare din ele céte un criteriu de divizibilitate
pentru numdrul prim 7, in urmdtorul fel:
1) cu caracteristica 4 de pe directia lui minus

M Un numdr A se divide cu 7 dacd i numai dacd suprimandu-i
lui A ultimele 5 cifre si scodzand din numdrul rdmas produsul dintre
4 gl gruparea suprimatd,se obtine un numdr divizibil cu 7 .
2) cu caracteristica 3 de pe directia lul plus

" Un numdr A se divide cu 7 daci i numal dacd suprimandu=i
iui A ultimele 5 cifre gi adundnd numdrului rdmas produsul dintre
3 g1 gruparea suprimatd, se obtine un numdr divizibil cu 7 .

b) Pe linia numdrului prim 73 coloana 4 citim caracteristicile
1 pe directis lui minus gi 72 pe directia lui plus.
58 formuldm cele dould criterii:

1).Un numdir & =se divide cu 73 dacid 2] numai dacd suprimandu-i
Iui A& ultimele 4 cifre 1 scfzénd din nundrul r#mas gruparea
suprimatd,se obiine un numdr divizibil cu 73 (pentru ci 1 inmultit
Cu gruparea suprimatd= gruparea suprimati).

2)1.Un numdr se divide cu ¥3 dacld si numail dacd suprimindu-i
lui & ultimele 4 cifre si adunmfind num3rului r¥mas produsul dintre
72 5i gruparea suprimatid se cobtine un numdr divizibil cu 73.

Am luat 4 caracteristici si am formulat 4 criterii de
divizgibilitate.Cum tabela contine 460 de caracteristici, deci ea
are tot atdtea criterii de divizibilitate care se formuleazi dupX
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modelele date.

Criteriile formulate permit testarea divizibilit8til cu
numere prime (sau neprime),a unui numir avand oricdte cifre, putand
depdgi chiar limitele impuse de reprezentarea internd in
calculator. TestSrile efectuate pe un calculator FELIX C=256,
pentru numere cu peste o sutd de cifre, de cHtre dl. lector
Gh.Ardelean de la Universitatea Baia Mare, sunt concludente, fapt
pentru care 11 mulftumesc, iar stiinta Ii va fi recunoscltoare.
hceagl tabeld folositd intr-un anumit mod mai reprezints o culegere

cu 460 de probleme de un anumit tip.

Fie A=4356104237500123689745610397 numdr cu 27 cifre.cum il testdn
dacl este sau nu divizibil cu 177,

i suprimim ultimele 10 cifre si immultim gruparea suprimat3d cu
B{vexi tabela; linia 1lui 17, coloana a 10-a, pe directia 1lui
minus).Produsul obtinut il scHdem din partea rimas8 si obtinem:

49561042375001236-
738083176
495610405783 1R060

Pentru cd3 numdrul obtinut are 17 cifre, ii putem suprima 8 cifre
(aproape Jjumdtate}.

In 1lirmia 1ui 17, coleana 28, pe directia lui wminus, aflEm
caracteristica 1.

Decl,sciddem din numdrul rimas gruparea suprimatd si obtinem:

495610405~
12328060
416692345

Numfirul rdmas are 9 cifre,deci i vom suprima 4 cifre.Pe linia 1lui
17 coloana a 4-a, pe directia lul minus, citim caracteristica 4.
Decl suprimém ultimele 4 cifre si scHidem din numdrul rimas produsul
4.2345=53580

41669 -
2380
32289

Numd3rul obtinut are 5 cifre,deci ii suprimim 2 cifre s5i scHdem din
322 (numdrul r&mas) produsul dintre 9 (in linia lui 17, caloana 2,

directia lui minus) gi 829, obtinem:
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| 322-801| =479 diferenta am luat-o in modul.
Numdrului r3mas de 3 cifre,ii vom suprima ultima cifri si sciden
din numdrul rimas 47, produsul dintre 5 (linia 17, coloana 1,
directia lui minus) gi %, ebtinem:
4T7=45=2
Decidem: Cum 2517, deci 17f2, =au
Cu ajutorul congruentelor,acesti pasi expusi cu explicatii, =e pot

zorie in felul urmitor:

49561042375001236- B, B074103%7 =
=4956104057H31B060={4%5610405-1. 78918060} {modula 17) =

=4188923455 (41669 -4, 2345) {moduls 17)=32280=
(322-9 . 89) (modulo 17} =|-475|=479=(47-53) (modulo 17)=2=17}A,

sau agezate aceste operatil in schemd, aratd in felul urmitor:

495610423750012368B974510397

- 1796083176
4956 10405TRITHOED
-78318060
416692345

- 9380
32279
a01
L)

- a5
217

deci 17fA

In fiecare pas, am marcat gruparea suprimat¥ cu o bard deasupra,iar
in stiénga am pus pe directie semnul minus({cici am folesit in acest
exemplu, doar algoritmi prin scidere).in cazul ci =e falasec
algoritmi prin adunare,se pune semnul plus pe directie.Testarea s=-a
fAcut in 5 pagi de calcul si un pas de decizie.

Cu ajuterul tabelei prelungite{care 44 posibilitatea suprim¥rii a
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100 de cifre), testarea s—-ar fi terminat in mai putini pasi (in
principiu, se aplicH, in mod convenabil, injum#t#tirea numirului
A).AT1l observat ¢d pe rdnd am suprimat:10 cifre, 8 cifre, 4 cifre,
2 cifre, o cifri. AdicH,an Inceput cu algoritmul cel nai rapid si
am caontinuat cu algoritmi din ce in ce mai lenti.
Ce se mal poate face cu caracteristicile din tabell?
58 urmirim linia lui 7:
-prima coloand, pe directia Jui minus, citim caracteristica 2: 2
provine de la 21=7+3 cand l-am fHcut pe 7 =23 devind numdr cu
terminatia in 1.
-pe directia lui plus, citim caracteristica 5, ea pravenind de 1a
491441, cdnd l-am ficut pe 7 83 devind numdr cu terminatia in 9.

Deci,cu caracteristicile din coloana 1, pe linia lul 7, se pot
forma numerele:zl =i 4%; 5-1=4; 4%,iar despre aceste numera
observam ci ambele sunt diwizibile cu 7,deci 81 suma lar:
214+458=T0=T7.10=T7+10".
fn colecana a 2-a, linia lui 7, citim caracteristicile 3 51 4.
Humerele ce se pot forma sunt:301 51 399;201+399%=700=T7-100=7.10°.
fn coloana a 3-a citim caracteristicile 1 si 6, cu care se pot
forma numerele:1001 gi $9929; 1001+45999=7000=7.1000=7-10".
In coloana a 4-a citim caracteristicile s gi 2, cu care se pot
forma numerele:50001 i 1999%9; 5001+19999=70000=7-10".
in colpoana 5= citim 4 $i 3, cu care se pot forma numerele: 400001
21299%9%; 40000142999959=700000=".10%,
Privind cu atentie cele prezentate, putem deda rispunde 1la
intrebarea pusd $i anume:
Cu caracteristicile din tabeld se pot forma numere divizibile cu
7,iar =uma lor este de forma:7:10", unde n reprezintd numirul
cifrelor suprimate.
Cum se formeazd numdrul de pe directia lul minus?
Suriem caracteristica corespunziitoare, urmatdi de (n-1) zerouri
urmate de 1.
Exemplu: Linia lui 17, coloana 9, pe directia lui minus, citim
caracteristica 12;form8m numdrul:12000000001

(9=1)zerouri
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Cum se formeazd numiirul de pe directia lui plus?

Micsorfm caracteristica cu o unitate,urmatd de n cifre de 9({unde n
raprezintd numdrul cifrelor suprimate).

Exemplu: Linia lui 53, coloana 10, pe directia lui plus, citim
caracteristica 46; formim numfrul:459999999999.

Formind numere dupd aceste procedee, folosind cararacteristicele
din tabeld, se pot formula 460 de probleme de tipul:* S se arate
cd numirul format dupX regulile prezentate, se divide cu numdrul
prim de pe aceeagi linie".

Exemplu:S5 se arate cH: 29| 2200000001.

Deci, tebela cu caracteristicile mai reprezintd i o culegere cu
460 de probleme de tipul ar3tat.
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CRITERIA OF DIVISIBILITY FOR NUMBERS WHOSE

La5T DIGIT IS5 1,.3,.7 OR 9

ABSTRACT.T have formulated and demonstrated in this work eight
theorems representing oriteria of divisibility for the numbers

having shape : 81,a3,&7 and 3% (numbers ending in:1,3,7 and 9,

where "a"™ ig a
digit or a number having more digits).

The generalization we carried cut gave us the possibility to
formulate a double infinity of criteria for eseach number from those
which we've studied.Prom the multitude of criteria adequated to the
game prime humber we can chaonse our selves a convenient criterion
depending on the number we aplly it so that should alow us a rapid
decision.

In order to demonstrate the theorems we have used the principle of
cancelling the last "n" digits, where neN*.

Sooala nr.6 Bala Mare Sogpala nr.l5. Bala Mare

46800=Bria Mare 4800=Bala Mare
ROMANTA ROMANTA



