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ECUATIT EXPONENTTIALE AVAND EXACT DOUA SOLUTII

Vasile BERINDE

Problema V.12 din [1], care cere =3 =e rerzolve ecuatia
1 a
4%g X ¢4 XHX=_37(0, (1)
constituie punctul de plecare =i centrul de interes al acestei

lucrdri.Multe alte probleme fnrudite cu (1) au apirut de-a lungul
anilor in Gazeta MatematicH,
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(Pr.20516,G.M. 8/1%85, autor V.Berinde)
care pot fi abordate in acelasi fel in care vom trata preblema (1)
in continuare.
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Degi alcdtulesc o clasd ingust¥, interesul iscat In jurul
acestor probleme este probat £i de publicarea unel generaliziri a
problemei (1),

a"b-’!‘a+aib’ vab (Jya+yb) (a+bayab), a, be(1l,=),
{Pr.C:117,G.M. 5/1981, autor Gh.S5zollasy)
precum £1 & lucr3rii [2], legat¥ de acelasi subiect.
In continuare ne vom ocupa de ecuatia

Lo [y

a'““.b;+a_":b“"=a”'Jblab‘z. (2}
unde a,be(d,=}%{11 $i ceR*, din care obtinem, pentru a~2, b=31 =i
¢=2, tocmal ecuatia (1).

vom urmiri s3 obfinem cele mai generale conditii asupra
numerelor a,b £l ¢ care =3 circumscrie ecunatia (2) in clasa
Indicatd in titlul lucridrii.

O gingura privire este suficientd pentru ca ecuatia, pe cazul
general, (2}, s#-gi divulge imediat o ridicini: x=c, cat3 vreme in
forma (1), aceeasi operatie este mult mal dificilX.

Cea de-a doua ridicinid este rewvelatd de o proprietate a
functiei

3 c

£f:B =R, fix)-a™b*+a*pe,
cu a,be(0,x)\{1} 5i ceR",
pe care o atagim ecuatiei (2).
Intr-adevar, cum

Fix)=Ff (%] ;pantru orice xek®, (*)

deducen ci si x=€% ezte solutie a ecuatiel, asgadar, (2) poseds

solutiile

. 1
e ] 2 1 X=—.
2 o

Vom cHuta conditii necesare gi suficiente asupra numerelor a.b
g1 ¢ astfel incat ecuatia (2) =5 nu mal aib3d alte solutii inafar3y

de cele mentionate deja.
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In acest scop, transformim ecuatia (2), impArtind-o membru cu
mambru prin ab+0 i apei grupdnd. Vom obtine

- 1 jx-c L yx-=
af"'—“a“b_ﬂj —1J+bc*"“b¢a§) —1]=n:|, (3]
care ne aratid cd este necesar s¥ stabilim relatii intre a® gi b°
pe de o parte, gi respectiv b si a, pe de altd parte.
Obtinem astfel
PROPOZTTIA 1.Urmdtcarele afirmatii sunt echivalente
1) a,be(l,=);

2) a,beR} i exisld c»1 astfel incdl

a¥ > B gl B » g, {4)

Demonstratie.Cazul a=b este trivial, astfel <i vom considera
a*b.
Fle, spre exemplu, a<b (cazul arb rezultd din simetria relatiiler
(41
"1}=2)"Cum b>1l, aven b'rb»a, pentru orice x>1.
Deparece arl, bxl, ecuatia
a' = b
are o singurd solutle x €(1,=).Atunci, pentru orice numir c>x,, are
loc (4).
"2)=11" Presupunem, prin abszurd, o3 avem a<l.
Atunci
g%« a % b,
cesa ce Ar contrazice (4).In concluzie, in ipoteza cd 2) aste
adevirati trebuie sd avem in meod necesar a»l, ceea ce implicd,
tindnd seama ci a<b, tocmai b>1.
Fantru a completa demonstratia, admitem c3 am putea avea bh<l.

Atunci rezultd si a<l, astfel ci din relatiile (4) obtinem

ot
LSt T - T

ceea ce contrazice faptul i o»1. Prin urmare, trebuie s3 avem in
mod necesar brl. Din (4} rezultd acum a“:=b, care impune a>1.

Demonstratia este completd.
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Folosind propezifia 1 se demonstreazi¥ usor

PROPOZITIA 2.Urmdtcarele afirmatii sunt echivalente:
1) a,beild,1);

2) a,beR] gi existd o>] astfel incat

a= < b g1 b <N, (5]

Observatlie.Propozitia 1 este tocmai problema 21776, din G.M.
5/198%, propusd de aontorul notei de fat3d.

Vom demonstra acuoum

PROPOZITTA 3.Dacd a,beRl sl o>l astfel incat

(& c-b) (b"-a) >0, (e
atunci ecuatia (2) are exact doud solutii

4 1
K= 1 N=—.
. o

NDemonstratie.Deosebim cazurile: B} a° = b h) a® < hb.
a) Din cenditia (6) deducem b* > a =i atunci, conform
propozitiei 1, avem arl si b=l.
Pantru orice xe({1,wm] aven
1

b:a,t:i si a»ak*r [7]
decl tindnd seama de faptul c3

a’ > b gl b > a,
obtinem

adici

ach *3»1 si BkT.g ®:1, (8)
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Prin urmare,tinand seama de (B), rezult¥ ci, pentru xe{l,w),
{2) are leoc atuncl £i numai atunci cdnd x,;=¢, altfel membrul stéing

este strict negativ (pozitiv).
Pentru xe({0,1),punind E.-%-@i tindnd seama de proprietatea (#)

a funcfiel f gi de rezultatul anterior, obtinem solutia t=c, adicd

1
:I{:=_.
o

Pentru xe(-=,0), relatlile (7)) mai sunt incd satisfHcute, deci si
relatille (8), dar cum ¥ - ¢ < 0 inseamnd ci membrul stéing al
relatiei (3) este strict negativ, deci nu mai avem nici o seolutie.
b) Din conditia (6) deducem b" < a, deci, conform propozitiei
2, Aavem a,be(D,1). Mal departe raticnamentul urmeazd acelagi
trageu ca i in cazul a).
Demonstratia este completd.

Dbservatil.

B

1) Luand a=2, b=3 £l <=2 deducem c3d ecuatia (1) are numai

solutiile x, = 2 si & gi, evident, x x,=1;

b

2) Pentru a:=fa,b:=b 51 c=2, ecuatia (2) constituie o
extindere a problemei C:117 la cazul a,be(0,1);

1) Rezultatele date de propozitiile 1 2i 2 nu caracterizeazi
doar perechile de numere reale (a,b), i pot fi genaralizate
ugor.LAsfAm tot in seama cititorului demonstratia afirmatiei

urmitoare.
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PROPOZITIA 4.Urmdtcarele afirmatii sunt echivalente.
I) 8485000 ,8,€{1, =)
2) a.8.,...,2,6R. i existd c>1 astfel incat

= T 5
By Fdyy ey Sagrdy, dava.

In mod analeog se extinde si propozitia 2 5i cu ajutorul lor se
poate rezolva ecuatia
=" _5_]' Za-1 E_l ox-1 _; ] efol o=
d‘l az y A +EI:J_1 rﬁ“ "'an a; =a.-| o " +aE _J-
unde e>1 g1 @ .85, 4« ;-&&EE:

au proprietatea cd diferentele
1 nd [

Sy 8y, 8z ~dysae 0,8y —d,

au toate acelazi semn.

Incheiem cu incd douf ecuatii de acelasi tip cu cele prezentate la
inceput.

10 (a*saxy la”

2. 2 2 _
o pidx-lg X 1+32:'-L-d. X % i ;!.l.:n = 3=g9 :
pe care le propunem spre regolvare cititerului.

Db=servatie.

Este wvalabild $i reciproca propozitiei 1:dacl x=c gi x==
sunt singurele solutii ale ecuatlel
verificd conditia (&).

o
(2),iar c>0,atunci a,b =si
Argumentul

G
depiigegte nivelul claseil

a X—-a,
stabilite toate celelalte rezultate,dar el merit3 totusi mentionat.
Functia

la care au Fost
f atagatd ecuatiei {(31) este

continuid pe K.
Dacad f(c) =0, f[{%j=ﬂ gi f nu are alte zerouri intre

iy
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inseamnd cd f(x) pistreazd sewmn constant pentru x intre -% 8l C,
decl,pe baza echivalentei dintre (2) 5i (3), rezultd cd, pentru

: 3 1 : ;
arice x intre = §ie, trebuie ca numerele

= ¢
-1, a®h *¥=-1

=4 aibi acelasi semn. Agadar, cum x=1 se giseste in med sigur

printre aceste walori, deducem tocmai relatia {(6).
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