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UN BXEMPLU DE GRUF TERNAR DEFINIT PE PUNCTELE UNET HIPERBOLE

Anca MINLILS MOYS

In lucrdrile [1], [2] si [3] se definesc structuri algebrice
pe punctele unel parabole =1 ale unei elipse. Pornind de la aceste
rezultafe, in cele ce urmeazi, vom defini analog o cperatie ternard
pe multimea punctelor unel hiperbole, conferindu-i acestel multimi
o structuri de grup ternar, respectiv grup.

In felul acesta, rezultatele din lucrdrile antericare pot fi
generalizate pe multimea punctelor oriclirel conice nedegenerate.

Fie H mulfimea punctelor unei hiperbole. Definim pe H operatia
ternarf ¢:H' - H astfel:

1y Dacd M, M, ,Me H sunt distinocte =i tangenta in M, 1la
hiperbold nu este paraleld cu dreapta MM,, atuncl (M, , M. M,]., = M
unde M ez2te punctul in care paralela dusd prin M, 1la MM, retaie
hiperbola;

2} Dacid M,,M_.,M.eH =1 tangenta in M, la hiperbold este paralel3
cu MM., atunci (M, M..M.). M..;

* Lucrare prezentatd la Sesiunea Stiintificd a Studentilﬂrjaprifie
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i) Dacd M,=M,*M, atunci (M, M, ,M,), = M, unde M, este punctul in
care paralela dusd prin M, la tangenta in M, la hiperbold retaie
hiperbola;

4] Dacd M =M.+M, s5i tangentele in M, si M, sunt paralela,

atuncl (M, M., M.}, = M..

5) Dacd M,~M.=M, atunci [(M,,M,,M,). = M,
6) Daci M;#M, = M,, atunci (M, , M., M.). = M,
Y1 Dacd M, =M.=M,, atunci (M, M, M ], = M,

Teorem8, (H,¢) este un grup ternar semicomutativ, cu toate
elementele idempotente, fArd unilale, izomorf cu grupul ternar
(R, %) unde #: 8 B (t,,t.,t,). = t,-t+t,.

Demonstratie. Raportand H la un reper determinat de focarele
F, 21 F. (axa 0X) i mediatoarea segmentului F,F, {axa OY) se peoate

defini hiperbola analitic, astfel:

i xS g
H = { {Hiij B | —a—z i—z--l}

In cele ce urneazd folosim ecuatiile parametrice ale
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hiperbolei:

X=acht
v=bsht, teR

Fe multimea H={M(x,y) €eB*, x=a cht, y=b =sht;teR ! definim
oparatia "e"oa si mal sus: (M, MM, }.~M unde M,{a cht,,b sht, }:l—l p J-
M{a cht, b sht).

Pentru determinarea lui t tratim urmitoarele cazuri:

1) Caxul M, =M, deci t,st,

Dreptele MM, gi MM sunt paralele dacl =i numai dacH Ty ay, = Mgy -

Neparoce pentru t.+t,+0 avem

b2 shizt o PG
Ya~¥, _ bilsht;-sghty) 2 2 b Ey+E,
mHH.= = ¥ =_Cthf
Y2 x-x, alcht,-cht)) =ik L+, a 2
G ] 1'1 A,
2
g8i coeficientul unghiular al dreptefi M.M este My o= %cﬂi— din
. ] +b b+,
paralelismul dreptelor MM, gl MM, avem cth =cth 5

Cum functia cth:R*~R* este bijectivH, rezults E=f -t 4L,

Observatie. Dacd M, este simetric cu M, fatd de axa OX, adicH
t, +t, =0, atunci M,M,]OY. Bocuatia dreptei MM, este x=a ch t, iar
paralela dus¥ prin M, la ea are ecuatia » = a cht,. Aceasti dreapti
retaie hiperbola in punctul M:
adchitr, o

= = b =7 = ;.?'-“" =h? ke tz—lj deci ¥=+hzsh T
2 4

unde ¥ = b sht, corespunde punctului M, jar ¥ = b sh(-t.,) corespunde

punctululi M = (M, ,M.,M,).Punctul M{a ch(-t.,], b sh{-t,)] este

simetricul lui M, fata de axa 0X.

Decarece t, = -t,, putem scrie si in acest casz L= -, = £,—t.+t,.
2] Cazul M, = M,{t, = t,)
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Dreptele MM, g£i tangenta la hiperbolX® in M, notatd pe scurt tg M,
sunt paralele dacd gi numai dacd au acelagi coeficient unghiular

m

hog, =10

LM,

i = ¥E) boht b
L, (£} - ash B A

Decarece cRL,

E+E t+L
21 obtinem ctht,=cth—2

mm=£cth de unde rezultd
&

=2t ~fymb =t +t, cHoi r=e

Adnalog, In toate celelalte situatii, se deduce Ew il -+l
Prin urmare putem uniformiza® definitia punctului obtinut ca

rezultat al operatiei ternare (M ,M M), ca fiind

Mlach{t,-t+;) . bahit, -t +£,))

Se verific3d ugor ci (R,*) este un grup ternar semicomutativ,
cu toate clementele idempotente, fHrE unitate.

Aplicatia £:H - R, (M) = £ care asociaz¥ fiecfrui punct
M{a cht,b sht) al hiperbolei numdrul real t este o bijectie.

Mai mult, conform celor mai inainte demonstrate, avem:

FiiM, M, M) ) =t -t +t,=(F(M),F(M),F(M)), ceea ce ne aratd ci

perechea (H,*) este de asemenesa un grup ternar semicomutativ, fAr3
unitate, cu toate elementele idempotente.

Consecinta 1. Srupul ternar (N, =) este Izomorf cu grupul ternar
(f.a) al numerelor complexe de modul I, unde operalia

s B+ I se defineste:

" e

f31r33r33}|3= r [l‘;‘r:l EfFEErz]E[} =

2

Demonstratie. Aplicatia f:U-R; f{z) =argz e=ste bijectivid si
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aq & 2y "3
iz iarad —-f’(- -13—3]=arg¥ ~AIgE,-argz,+argz, =
z ]

=0zl -flg)+f(z,) = (fiz)),f(z).f(2)), ,deci [U,0)=(R,*) si conform

teoremei precedente avem (U,2)=(H,e].

Dacd fixfim punctul M. in punctul Afa,0), atunci operatia
hinard (e):H - H, M, » M. = (M,,A M), defineste pe multimea
punctelor hiperbolei un grup abelian cu unitatea in &, izomorf cu
grupul aditiv al numereler reale care la ridndul lui este izemarf cuy
grupul multiplicativ al numerelor complexe de modul 1.

Consecinta 2. Dacd pe multimea punctelor unei hiperbole X
definim operatia binard «: - ¥:
punctul in care paralela prin varful A al hiperbolel la
MM, (pentru M, #M,) respectiv la tangenta in M, 1a X
MaM, =/ [penlru M=M.} retaie hiperbola;
A, dacd M, este simelricul 1ui M, fat# de axa Focarelor
saug M, = M, = A,
atuncti (H,e) este un grup abelian cu unitatea A gi Iinversul

fioecdrul punct simetricul lui fatd de axa hiperbolei,
BIBRLTOGRAFIE

[1]JPOP S.Maria, Structuri algebrice ternare definite pe punctele
unei parabele, vol.II (1992-1993), pag.25=40

[2]POF S.Maria, Structuri algebrice definite pe punctele
unei parabole, Gazeta MatematicHd nr.2/1985

[3]POF S.Marla,Un exemplu de grup ternar definit pe punctele unei
elipse,Lucririle Seminarului de Creativitate
Matematicd,vol.I1I (1993-1994)



58

AN EXAMPLE OF TERNARY GROUF DEFINED ON THE POINTS OF A HYPERBOLE

ABSTRACT. Let M be the points set of a hyperbole and O:H - H a
ternary operation defined as follows:

-If M,»M.»M, then (M, ,M..M,).is the point in which the parallel
of MM, (or of the tangent to H in M,, if M,=M,] through WM,
intersects again the hyperbole;

-If the tangent to H in M, is parallel ta MM, then
(M, M, M} =M.

-If M=M;,then (M, M, ,M;)~(M;, M, M, ) =M;.

(H,C) is an semicommutative ternary group isomorphic to the

Ey 2y

i-group (U,s), where Us={zeC;lz|=1}; O:0*-U; (2,2, 2,00 and

2

to the 3J-group (R,+); «:B-R; (£, ¢, 0]} =t,-£+0, .
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