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ABORDAREA EXHAUSTIVA A UNOR PROBLEME DE GCEOMETRIE

Stefan SABAU

Aceastd notd matematicd porneste de la problema nr.21 pag.l&8
din manualul de " Geometrie s5i trigonometrie " clasa a IX -a,
editia 1994 31 editiile anterioare.

Enuntul problemel este:

® Intr-un cerc se inscrie triunghiul isoscel ABC cu (AB)=(AC).Doui
drepte ce trec prin A intersecteazd latura [BC] in M gi N si cercul

in M* §i1 N’.54 se arate cd patrulaterul MM’N’N este inscriptibil »
Aceeagl problemd apare,in unele culegeri sau teste,dar cu
Formularea "...intersectearzi dreapta BC...".
Nacd rezolvarea problemei in formularea datsi in manual necesits
analiza unui singur caz (fig.l) consider c¥ rezolvarea completd a
problemel necesitd analizarea mai multor cazuri si anume:

Temd prezentatd 1la Ziua Liceului " Vasile Lucaciu *,
22 lanuarie 1995
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Fig.3. Fig.4.
=cele doud drepte ce trec prin A taie dreapta BC de o parte gi
de alta a segmentului BC (fig.2);

-cele doud drepte taie dreapta BC de aceeasl parte a
segmentului BC (fig.3);

-0 dreaptd tale segmentul BC, iar cealalt3d prelungirea lul
(Fig.4).

Vom analiza pe réand cele patru situatii =8 vedem daci problema
rdmine adevdratdi in teoate, lar dacd nu, si vedem ce modificdri
trebuie fHcute in enunt pentru ca problema =3 rimadni adeviarati in
toate situatiile posibile.

l)Dacd dreptele intersecteazd [BC] fig.l.
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Solutia I.(cu unghiuri opuse suplementare)

. . 3 oo —
AM'MC este unghi interior deci m{<4MMT) —;: [m{M'N'C)y +m{AR)] (1)

) o i 1 F i
AM'N'A este unghi inscris = m{<MN'a) =Emf!~f"EA} (2]
Din {11+(2)= m{dMM) +m{<MNA) =

1 — ——— A2
= [m{MN'C) + m{AR) +m{ABM) ] ip

ooy, i~ L 1
[m (MN'C) +m(AC) +miABM"Y ] - = ‘3607 =180°=+MM'N'N este

b |

patrulater inscriptibil,

Solutia a TT = a.(cu unghi exterior)

4AMC este unghi interior cercului =

m( < AMC) -é[m[ﬂ?hmiﬁ?ﬁ]] (33

Din (2)= m{dM'N'A) =%m{ﬁ&]
din [AF] =[AC] = ﬁ = E-— dAMC = 4 M'N'A - MMN'N  este patrulater
inscriptibil.

2)Daci dreptele taie prelungirile laturii BO(fig.2) de o parte
g1 de alta.
<AMN este unghi exterior deci

1 f"? F )
m{ <4 AMN) e [mian'c) m(M'B)] ip

L [ m(AR) -m(M'B) ] = = m(AM (+)
AFaa & 2

e
4AN'M  este unghi inscris - m{d<ANM" =%mim"ﬂ“’] {#%4)

Din (%) gi (#**)= JAMN=4AN'M deci patrulaterul MMTN’N e=te
inscriptibil.

3)bacd dreptele tale prelungirea lul [BC] de aceeasi parte
(fig.3)
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d4AM'N' este unghi inschis - m{<dam'n) =%mi£r"] =

4ANE este unghi exterior=-

[

m{<ANE) - 2 [m{AB) -m(FMC) ] dp =2 [m(AC) miNMe) ] =L m(ANY (5)
2 o 2

Din (&) =1 (b)= <4AMN's dMNN - patrulaterul MM HN'N aste
inscriptibil avand un unghi exterior congruent cu unghiul interior
OpusS .

4)Dacd o dreaptd taie latura [BC)] 2i cealaltd prelungirea ei
(fig.4) avem:

P
<AM'N' unghi inscris deci m{<aM'n’ -%nﬁﬂmﬁ}ic}
Din 4ANB unghi exterior

et o S U TS ErY .
= m{ < ANE) e [m{AB)} -m{N'CY ip — |m{AC) mfN‘rC'}']—Em{A.ﬂ.T]I [ ey

AAwAD
Din (c)gl (d)= patrulaterul MM’/NN’ este inscriptibil avénd unghiuri
formate de diagonale cu laturile opuse congruente.

Se abservd cH In acest cagz patrulaterul MMFN'N nu mai aste
patrulater convex deci problema va fi adevidrat¥ in toate cazurile
dacd In enunt am cere ca punctele M,M’,N,N’'=3 fie conciclice.

0 altd problem3d al cidrel enunt ne obligi =4 analizdm mai multe
situatii este urmitcarea:

" In triunghiul ABC, unghiurile B g1 ¢ sunt ascufite.Pe
latura [AR| construim triunghiul ABD cu [AD]J=[BD] lar pe latura
fAC] Lriunghiul echilateral ACE.DacZ [DM si [EN sunt bisectoarele
unghiuriior ABD respectiv AEC, lar {P)=DMnEN, s& se arate cd

a)Patrulaterul AMPN esle inscriptibil,

b)Pe(BC) dacd gi numai dacd AABC este dreptunghic [m[ 43 )=902)#
Citind cu atentie enuntul problemel observim c¥ nu se specificH
cum s fie construite triunghiurile ABD respectiv ACE fapt care ne
sugereazd necesitatea analizérii mai multor =ituatii care ar putea
apare $i dacH rémdne adevdratd in fiecare caz, in caz contrar care
ar trebul =3 fie modificarea adusd enuntului pentru a £fi adevirati
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in toate cazurile.

Cazul 1. Considerdm ambele triunghiuri construite spre

exteriorul triunghiului ABC.

Fig.l.a Fig.l.b.

a)bin [AD] = [BD] = AABD-isoscel si cum [DM este bisectoare -0OM
este indltime mediand i mediatoare deci [AM]=[MB] si m{<aMP)=90°
(1).Analog obfinem din AACE echilateral m({<ANP)=90" (2)

Din (1) si (2)-m(<AMP)+m{ANP1=120" deci patrulaterul AMPN easte
ingeriptibil (vezi fig.1.a)

b)"+" Demonstrim ci " dac3d Pe(BC)=AABC este dreptunghic in A"
(fig.1.h).

Din Pe(BC) si DM respectiv EN mediatoare conform relatiilor (1) a1
(2)=P este centrul cerculul circumscris triunghiului ABC-[BC] este
diametrul acestui cerc deci m({4BAC)=90" ca unghi inscris intr-un
saemicerc.

"t Demonstrim implicatia inversi; o daca AABC are
m{ <BAC)=90"-sPc(BC)".

Din relatia (1)-DM mediatoare,deci [AM]=[MB] si MP AB=MF| | AC, adics
[MP] este linie mijlocie a AABC(3).analog din (2)+[NP] linie
mijlocie (4).Din (3) si (4)=Pe(BC) fiind mijlocul 1ui [BC] (un
sagment are un singur mijloc).
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Cazul TT.Construim ambele triunghiuri spre intericrul AABC.

Fig.2.a Fig.2.b

Demonstratia se face la fel ca si la cazul I.

Cazul IIT. Construim un triunghi spre interior si celflalt
spre exterior, (de exemplu AAED interior =i AACE spre exterior).

Fig.3.a Fig.3.b
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Se observd cd gi in acest caz problema este adevdratd CErs
nici o restrictie.Mai mult problema ramane adeviratd i in cazul in
care ambele triunghiuri sunt isoscele =au ambele echilaterale =i

indiferent de medul de constructie.

Observatii.l)Conditia ca unghiurile B si C =3 fie ascutite
este necesard pentru a avea loc cerinta b) a problemei pentru ci
dacl n{<B)>90" sau m({4C)>90" + m( 4A)<90".

2]Conditia a) a problemel are loc s5i pentru
m(4B)>30" sau m(4C)>90° (vezi fig.d.a,b.).

Fig.4.a. m(B)>90"° Fig.4.b. m(4C)=>90"

In aceste cazuri se observi ci ordinea AMPN nu =e mai poate da
pentru patrulater g£i atunci punem conditia ca punctele &4,M,P,N =3
fie conciclice gi din aceleasi considerente de la cazul (I) avem
mi 4AMP )=n{ <ANP)=20"
(unghiuri formate de diagonale cu laturile opuse)
In aceste conditii-AMNP inscriptibil fig.d4.a, si

ANMF inscriptibil fig.4.b.
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Observdm astfel cd un cuvdnt omis, sau in plus sau schimbat in

enuntul problemei poate complica sau simplifica rezolvarea
problemei.

EXHAUSTIVE TREATMENT OF SOME PROBLEMS OF GEOMETRY

Abstract. In this note we try to give an exhaustive solution to a

problem of geometry.
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