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0 TEOREMA DE MEDIE DE TIP CAUCHY iN DOMENTIUL COMPLEX

BEDO BLANKA"

Introducere

Odatd cu reprezentarea geometrici a numerelor complexe dat# de
matematicianul Karl Friedrich Gause in 1831,a ap#irut conceptul de
variabild complex# z=x+iy gi de functia de variabild complex#.
Atentia multor matematicieni a fost indreptatd citre constructia in
domeniul complex ale unor analoage ale unor teoreme binecunoscute
din analiza reald,ca teoremele de medie ale lui Relle, Lagrange,
Cauchy.

Tecrema lui Rolle afirm8 c8 intre oricare dou3d ridicini ale
unei functii reale f derivabild se afl3 cel putin un punct critic.
Urmdtoarele doud exemple [1] aratd cid aceastd afirmatie nu are loc

in cadru complex.

e Lucrare sustinutd la Sesiunea Stiintificd a Studentilor,
Universitatea din Baia Mare, aprilie 1995, sub indrumarea
conf.dr. Lidia Kozma.
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Exemplu 1

Fie f(2)=e*-1.85 wvedom dacy afirmatia din teorema 1lui Rolle e
adeviraty.

Pentru 2=0 gi z=2r avem f(z)=0. Dar I''[z)=i-e'"'=0 nu are r3dicini
situate intre ¢ gi 2w.

Exemplu 2 *
Fie f(zl=(2*1) (z-iy3) .
Bocuatia f£({z)=0 are rZdicinile z=11 g7 Z=1,/3

(fig.1)
Frin reprezentare obfinem un triunghi

izoscel. T
Dacd teorema lui Rolle ar fi wvalabils, -
ar trebui s¥ avem puncte critice pa "1 1
fiecare laturd a triunghiului.
N 2
Dar f/(z)=3|z- L|=0 are o singursi ri¥ddcinig
W]
situatd in interiorul triunghiului, fig.1
13
4
3

Observatie.Conceptul de existent® a punctului critic intre
doudl rdddcini ale functiel(pe s=segmentul ce leagd cele doud
rédddcini)in general e inlocuit in planul complex de concaptul ci
punctul critic =e afld intr-o regiune ce contine r#dlcinile
functiei date (regiune ce poate fi triunghi, peligon sau disc
circular).

Referitor la functiile complexe, sunt cunoscute urmitoarele
teorome :

Teorema 1 [2].Fie D€ simpla conex,reN(D), a,bed, Fia)=f(b)=0,
asb.Atunei (3J)z,,z,6(a,b) astfel fncdt Re | F*(z)) =0

Im { F*[2.)) =0



B3

Demonstratie File a=a,+ia,, b=b.+ib,, f{z)=u{z)+iviz),
Consider#@im functia reald @i [0,1]-R,
aft]=fh;qm]-uia+tfh—a]+{tg-a=]-v{a+t{h-a]], ¥ te[0,1]
Degarece [lal=f(b)=0-u{al=u(b)=vi{a)=v(b)=0,
Avem a(0)=0 gi e(L)=0. Aplicdnd teorema lui Rolle din analiza
reald:
(L, € (0,1) a.1l. o'(t,)=0.Fie z,=a+t,(b-a), decl z,e(a,b)

- —1_ -
w o
Datoritd conditiileor Cauchy -Riemann,rezulti:
% {Hl':ll_l:.'bl_al] :'l iba"aE]:d;:D

11 @
Rl ffmlj}=a_; (2,}=0

Fie g=-1f. Folosind cele de mai =sus, avem: (d)z. el(a,b) astfel incdit
Reig'(z;) }=0

Dar FRe{ ngﬁh% (2,) .. B2 (z)=Im{ F{z))=Im{ £{=}}=0,

ahy

Teorema 2 (o consecinti a teoremei 1)[2]
Fie DaC,simplu conex,feM(D), a,beb.Atunci (3J) =z,,2.6(a,b)
astfel incat:

Rel £'(z,)l=Re LEiEl:{iﬂl}
b-a

s Lib) -Lia)
Im i I"{}-:Ell:l—l'm {T—}

Demonstratie.Considerim functia ajutdtoare:

Q{Hl=f[3]—fi&}-EEE%;ELEL{E—JF,#HELI care are proprietatea

glal=g(b}=0
AplicHm prima tecremd:(3)z,,2, €(a,b) a.f. Re {g'(z,)] = 0 =i
Im {gf(z,})} =0
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Inlocuind g'(=) r’{g]-Lﬁ!ﬂ, VYZ€D Iin aceste relatii rezults
chilar egalit3tile din Teorema 2.

Exemple.

l.Functia f(z)=e%-1 satisface conditiile tearemei 1
Fiz) Q=z=2kwi, kcZ

cosy=0_ F=EHEELI

! — F X [ o1 =
f'{z)=a "o *{cosy+isiny) 'D-"‘{Hiﬂ?':n

v=k=n

Intre doud r#dicini ale functiei £ se afl¥d cel putin o rHdScing a
derivatei.

2. flz)=(z-a) {z-b), azb

fl2)=0=xz'a gau ==k

f'lzy=2z-a-b. Aplicdnd Tecrema I.:

X= R&{ E;b} ¥= Im{ ﬂ;h} {2,=2,)

Folosind demonstratiile de mai sus, se poate da o teoremn analoagH

teoremei lui Cauchy in domeniul complex.

Tecrema 3. Fie poC simplu conex, I',gF?ﬂ‘ﬂle a,bed, asbhb =1
g'{z)=0, V¥V =zeD.
Atunci (d) z,,2. e{a,b) astfel incit

| Fib) -Fi{a)
! = g_. : B .lI @
re { £'{z,))=R e if,}}

fib)-fila) .
gib) -gla)

Demonstratie.lonsiderim functia ajutdtoare:

Im | :I'.'"t:arg}}=1'm{ g"l{zii}

hizy=r{z Fia]—«ﬁ%%%}é%g%'[ gizl-gial]; ea are proprietates

hi{a)=h(h)=0
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Decl putem aplica teorema 1:

(A 2, z,5(a. b) a.i. Re lh/(z)}=0 ai Imin'iz)}=0

Fiby-£(a)

Inleocuing A'{z)=r'l= -
glb) -gla)

"g'{z) obtinem relatiile din enunt.

Aplicatii.

Ty = Ei¥2a-1

;) .58 o cercetim, folosind teorema

1.a) Fie functia

lul Cauchy analoagi.

Notdm f(z)=2’+3z-1 $i gl(z)=2z-1.Avemn g'(z)=2+0; functiile fiind
olomorfe,ludnd a=3+3i, b=4+i, sunt indeplinite conditiile din
enuntul teocramei.

Friz)=3(x -y" +1)+6ixy. Ca urmare:

Az, 2z, ela. b, z=x+iy,, z,=x,+iy, a.i.

2 (x5-yi+1l) =Re { bPvabra®+3 l=27 LE(3,4) : g
= {d] - i &1
€V, =Im (b +ab+a?+a J=a1 Vo€(1,3) Ty —

S-au obtinut doul ecuatii de gradul TII.

bl fizl=2%+3z-1, glz)=22+2z, g'(z)=22+2, g'(z) s =zs-1
Ludnd a=3+31i, b=4+i, vem cktine:

-

3fo-yf|1}={;}¢1&x+ﬂjbliaﬁ

i
27
Exa}’;=ﬁﬂ13v EU'E‘}

el Li{z) ='+3z-1, gi{z)=2%+22-1, a=3+31, b-4+i. Vom avea:

3w -yie1) fgggijxf—ayflzj 1335‘&Iﬁﬁ,
41 G 2383

63,1, = 3, L2383

A2V 1{.:-05[ i ~3yz+2) 1005 %33
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d) f{z)=2%+32-1, glz)=2*+2z. .In acest caz se obtin doui ecuatii
de grad IITI.

Observatie FPrin aplicarea teoremei =se obtin doud ecuatii de
grad cu unul mai putin decat gradul functiei polinomiale de grad
mai mare.

#2.Ce se intémpld dacd Iin teorema 3 inlocuim g ecu f gi £ cu £*f 7

Fie DoC simplu conex, f,f7eH(D), a,beD, a*b si Ef(z)+0
Atunci (3) z,,z.e(a,b) a.i.

£/1b) -£'{a) .f;[zl,lr

i i
Re | £7(z,))=Re By —FTa)

Imi £%(z,)=1m

|
|
{f’f.t:n} _F'(a)

« =Ty
FiB) —Fla) f“ﬂ"}

tn acest caz 1{x) =L 4Z) _[ rneresy)]
F{z)

Se poate pune problema dacd putem glsi o primitivd a functiei
hiz}=—§;%§%-- [ Ln{f'{=2))]' =stiind cid h(z) indeplineste conditiile
teoremei 3, sau o relatie intre aceastd primitiva gi functia 1(z2).
i.Prima aplicatie ne poate conduce =i la urn¥toarea problend
inversH:

Dacd avem doud ecuatii independente de gradul II, care au cate
¢ solutie pe un segment [a,b]{cel putin o solutie), folosindu-ne de
teorema 2, alegdnd convenabil functia in a cHrel expresie =i
intervind expresiile din ecuatli, ne intrebi&m dac3d nu putam
determina acest segment [a,b]c<k.

{Lelx,y)=0

(219(x,¥)=0
Zy¥, H1Y,, Z2,=X,+ly, solutii ale (1), respectiv (2)

Ludnd in considerare conditiile din teorema 3:

fih) -fla)

elz)=kel F'iz)}-Re
b-a

}=u unde alegem f£’{z)=a(z)+if{z)



B
fr{21eH(D}=(3) primitivi f{z)el(D),pe care o determinim prin
integrare,abstractie ficdnd de o canstantd aditivi.

Via - Tm il £lz)rm (£LLR) )
b—g
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AN ANALOGOUS OF THE CAUCHY®S MEAN VALUE THEOREM

FOR COMPLEX DOMATNS

SIIMMARY . The paper presents some theorems for complax domains
which are analogous to the mean value theorems in the real case.

Soma examples of functions on which these theoroms can be
applied and some proposals for further applications are also
presented.
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