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ASUPRA UNFEI CLASE DE RECURENTE NELINTARE

Vasile BERINDE

Numeroase probleme din manualele de liceu,din culegerile de
probleme  g5i din revistele de matematicX - si amintim aici deoar
cele referitoare la: calculul puterii a n - a a unei matrice,
calculul determinantilor de ordinul n i caleulul integral — revin
la rezolvarea uneil recurente neliniasre de ordinul g=1, adici la

determinarea unui sir (x ) care satisface relatia

Iz ¥
X .~a X +b, pentru nzp, (1)
unde pel, geN®, sunt numere naturale date iar (ko md

(By) pop sunt siruri date.
Vom considera in continuare cazul netrivial, adicd a,»0,
pentru orice np.De obicei avem g € {1,2).
Bunfioara, exemplul &, pag.1?, din [5] cere calculul integralei
nedefinite

Iu=fain"‘x dx, necM,
insd rezolvarea expusi acolo s2c mirgineste doar la glzireas relatiei
de recurentd pe care o verificH (1.},
(n-1) I,=(n-2} £, ,-coax - ain'"x, neN, n=zz, (2)
fEri =3 determine efectiv expresia lui I_,aga cum cerea enuntul.
De altfel, aceeagi situatie poate fi int&lnitd in [8] unde
exercitiilor 133-153 1i se di aceeagi rezolvare incompletH,



o0

datoritd travaliului mare necesar pentru a duce calculela péna la
capdt.

Pentru g=1 nu este dificil de rezolwat problemay rezultate pentru
acest caz pot f1 gisite in [1],in cazul a,= constant, gi Iin [7], In
cazul a,e(-1,1).

Procedand " din aproape iIn aproape " putem obtine in aceasztd
situatie termenul general al sirului (% ) care veriflicH i 1

Ky =85*8g 4« d X +{b_+a b . +a Dy gt--*@pa,,...8°b), nap(3)

pp a8, "
dar intentia acestei note nu este aceea de a oferi elevilor o
formuld pe care =8 o aplice intr-un context dat, ci de a da o
metodd, ugor de asimilat,prin care, rezolvarea fiecfirei probleme =3
insemne redescoperirea formulei (3).

Vom folesi in centinuare, urmiitorul rezultat ajutdtor.

PROPOZTTTA 1.

Daci (x,) satisface recurenta

X, =X,+b,, nzp, (4}
atunci

X =X, + l!.hr+bp+1+. co+b, ) (5]

Demonstratie.l.udm in relatia de recurentf n:= p, p+l,...,n-1
2i obtinem
X, = X, + b,
Yoz = g + b,
Mo =X b
e = Xy + by,
relatii care prin adunare termen cu termen =i efectusrea reduce—
-rilor ne dau tocmai (4).
Observatie.Metoda expusd mal sus este familiard majoritdtii
elevilor i ea poate fi adoptati, prin multiplicarea succesivi cu

un factor adecvat, gi in cazul g, #1, numal o3 in acest din urmi
cag, apare un alt obstacol, acela al determindrii factorului de
multiplicare, dupd cum se poate vedea consultind Jucrarea [&6],
unde aceastd metodd este larg utilizatd 1a rezolvarea exercitiilor
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198 - 234, Intrucat lucrarea [&] este destul de greu de gisit, pe de
o parte, iar pe de altd parte, nici manualele in wigoare si nici
culegerile de probleme apirute in ultima vreme nu trateazd aceasti
tehnicd, o vom expune, printr-un exemplu, in partea de aplicatii a
notei de fat{d, pentru a oferi astfel cititoruloi posibilitatea =i
o compare cu metoda noastrd.
PROPOZITIA 2.
Dacd (ae).e, este un sir de numere reale nenmnule, atunci existd
un gir (Culmp, e C,=1, astfel incét s3 avem
Cﬂ
C,

-
R

=a,. pentru orice nzp. (6

Demonstratie.
Din relatia (6) deducem usor 20 gi
[y o (15 oy

B Pt n-z o=l
Cr {_r L I ] C t C ap-ﬁp_]_ [ ] aﬂ | r
e e -1 n

de unde rezult¥ apoi, tinidnd seama ci C=1,

Co=ld a,,, .-, 41, nzp+l. £7)
Trecem acum la rezolvarea recurentel (1), pentru Inceput in
cazul g=1. Folesind propozifia 2, relatia (1) poate fi scrisi acum
o1 Xper =CoXtbp 00 2D
care este de fapt © recurentd de forma (4], deci, pe baza
propozitiel 1, C-x, se determind user. Avem din (5],

1
JIJ._.=—C
"

(Xt By g # B Cpa b o 4By 1 0,

care, tindnd seama de (7], ne furnizeazd tocmal formula [3).

Observatie.

Pentru g=2, relatia (&) va £fi inlocuit3d cu

gl vom pune < =,,.=C
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APLICATIX

1° 54 se calculeza IE=I.FE""'E"CITI; xeM,

Solutie.Integrind prin pHrti,obtinem relatia de recurenti
Tan=— ol T ex™le® . nai. (EB)

_ﬁici ,ﬁ_ﬂ:—j‘_t—:ll b1?=xnl1 EI-":: P=D $i g’-_- 1

CHutdm girul (C.)uwm, CU C, =1, pentru care

21 abtinem ! L-L)F

- ;'-|' I

PR o P

astfel i relatia (8) ia Forma

(1M, =103, (_gyasiyngx

T in+1) ! nt S (n+1) | g

din care obfinem, direct prin insumare s=au foloszind propaozitia 1,

n-L

ZTpme® ] (-1} nl +x2+3° [=11Fn. ookl x™F [so, nzi. (9)
=1

Observatie.
Dacd scriem relatia (8) pentru n wvalori consecutive ale luoi iy
adicy

I, = =-n 1I,., +¥x" &
I,., = =(n=1} I, _.+x** @&
Ip-z = —{N=3F L.aFx™" a"
. "[._,J = ;2,.+I.,_4::{”- :;‘_ i

I, = -1-T.+4+x &*

g1 cHutim factorii de multiplicare adecwvati, constatim ci vom
inmulti termen cu termen a doua relatie cu -n, a treia cu nin=1},
g.3.m.d., a(n-1)-a relatie cu (-1)*7 n(n-1)...4-3( in aflarea
acestei expresil constd dificultatea acestel metode !), si, in
sfdrgit, a n-a relatie cu (-1)"'sn(n=1)...3-2.
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Relafiile astfel obfinute, prin adunare, ne permit reducerea

termenilor I,,; Is,zs--..T. §i obtinem astfel tocmai (9).
Pdrerea noastri este c3 determinarea sirului (¢.) este in general

mai simpld decdt determinarea factoruluil de multiplicare.

2" Determinati termenul general al sirului

relatia (2).
Solutie.

(T, )ne dat prin

In acest caz avem g=2 5i va fi nevoie 83 afl#m atat termenii

de rang impar cat i cei de rang par.
Scriem relatia (2) sub forma

1, cosxsin™ix

nz=a
n+l °° i1 2 .

n+a

g1 cHutdm mai Intdi un sir (Cy)u., o0 &,=1,

astfel ca

21 obtinem, pentru n impar,

o -24... (n-3){n-1)
8 1+3...[(n-4) (n-2) "

cdnd relatia (10) se scrie

'I‘F'rﬁ+3 In*-E o Enl_u"-bn r:'nd r

i R-1
el b= LXK Bln i

i n+l ’

din care obtinem apoi (Laks1)yen dat prin

1 -1
IRJ.'H =l.':r— 9 I!T,_IJ+ Z 'hicirl F)

Ed+l i=1
afdicy
1-3-5...(2k-1) x s R
I - 4 . e ; i
L FdE s kL) 0 tas | eedal Yl
2k=1 P (2K-1)(2k-3)...3 _. _a
—_— n ..t S1ln (.
Tk izk-2) O o Skizk-2}...4 2 e

Pentru a afla termenii de rang par, vom cluta sirul

c.=1, astfel incat s¥ aib¥d loc (11) =2l apol procedim

(10)

{11}

{c.a}ni:'?i' cu

analog ca s1
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in ecazul precedent.

Lis¥m pe seama cititorului aceastd garcind si il sugersm
totodatd =8 abordeze probleme din [5],[6] $i [B] prin oricare din
modelele expuse aici.
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