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DESPRE ARCUMENTUL UNUL NUMER COMPLEX
Iulian COROIANM

1. Introducere
Ne propunem si3 prezentdm o definitie a argumentului unui num3ir
complex bazatd pe definirea analiticl a Functiiler =in si cos. Ea
presupune cunoscute elemente de analizid matematicd de liceu gi
astfel definitia se adresecazld elevilor din ultimul an de liceu,
studentilor si profesorilor de matematic}.

2. Construirea functiel generatoare e.
538 considerdm functia u:R - R, dat#d prin

X

uix)=2 dtz; xR

st

e

2i =8 ohservim cH u’/(x)>0, deci u ezte strict crezciteare,zi decl
injectiva. Mai avem

lim {x)=r, 1limul,x)=-m ,

ek ] AMa—m

astfal ¢4 u:R =]-w,n[ oste o bijectia.

Deoarece u’(x)+0,inversa ei v ut:]=-r,7[-R este derivabil3 pe
1=7,7[ 8i dacH x=v(8),8c]-7,7[

i — {1y f _1i 1 z
viB) = {ut) 8] i o {1+x?) . {2-2)
Definim acum functla complex3d
- - - L+ivil)
g:] w,n[-C, eo(@ R (2+3)

unde B@&]-n,=x[, i%?=-1. Cum v{0)=0, avem
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e{D)=1 i |e(®|=1, (vI0e]l-n,=[ (2.4)
S8 prelungim funcitia e prin continultate pe [=7,7], punind
ein)=lime{d) =1im lf-l,ﬁ[:— ;
H=% A=ea 1 i.Xx
el-n) -lime(@) =lim T¥iX_ 4,
- = x--= 1-1X

iar apel prin pericdicitate pe R, pundnd

el0+2n) = (B}
Pe ]-w,7[, e(8) este derivabild cHci v(0) este derivabili si un
calcul simplu aratd o3

a'(B)-ia(f) (2.5)
Relatia (2.5)este valabild pentru orice BeR\{(2k+1)m:keZ].
Pentru a studia derivabilitatea in punctele ¥ gi -» gi la fel in
(2k+1)w, keZ, procedim astfel:
Punem e(B)=e,(8)+ie.(B), unde e,(8)=Re(e(B)) =i e.(B)1=Tmi{e(d)) si
apliciim formula cregterilor finite pe intervalele

[f—e,m],[w,7+e], [=r=€,=7],[-W,-F+c], cu O<e<w.

Fentru intervalul [w,wt+te] avem

e(n+g) -o(n) e (nte)-e(n) . e (n+e)-g in)
LC & €

=gy (B, +iel(0,), B.,0,€]ln,m+el (2.6)

Datorit¥ continuititli lui =7(@) in Jw,m+e] deci si a lui &“E]

avam
e1(B,) == (0,) +A (8, , (2.7
unde A:|+n,.m+el-B si 1imA{B,) -0
ﬂ.t_l}1

Astfel relatia (2.6) devine

EI:‘F.'+EL—E'I:TI::| =e!(B,) +is/(8,) + AR, (B +iab,). [2.8)

De aici pentru €-+0 =e obtine 8.,0,+7 gi atunci cu (2.5}

et (n) =1im 24T+ 8T} 1 3ip1 o(0,) =1imie(®,)
Ll € i, - T Byew
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a .1+1"[-"E’ . ) 4 .
=_,'-_1m_1—|:'|:|=1_1m_;..1+-::|'_"_-=__.[

E-.'n: l—iVl:E.l:' [ l=-2w

a’in) s (2.9)

g1l analog =e obtine e&'(-w)=-1 =si e'{(2k+1im)=-i, keZ%, astfel cd
relafia (2.5) este valabild pentru orice #eR.

3.Proprictiti ale functiei generatoare.
Putem acum £3 punem in evidentd clteva proprietsiti ale functiei
generatoare e.

Propozitia 3.1. Functia f:B-+C, f£(8)=ae(0), PR si asl este
solutie a ecuatiei diferentiale

fl=df, [3.1)

g1 reciproc,dacd functia f satisface (3.1), atunci f(B)=F{0)e(B);
21 daci f(0)=1,atuncl £(8)=e(B), B¢K.

Demonstratie. Verificarea relatiei (2.1) este imediatd cu
ajutorul relatiei (2.5).

Pentru a demonstra reciproca, fie £/(8)=1i-£(0),8ck si atunci

(Fiﬂ}" I”iﬂ}ﬁi@}:f{ﬂ}e“iﬁh= I e(@)-Li£00)(0) o
e () } 27 (8} ot '
astfel cli

f[E%=CﬂﬂSt.=4£LEL=f[D]

e () a0}

adicd F(B)=F(0)-e(0),
Propozitia 3.2. Functia e satisface ecuatia functionalid
e(f,+8,) =e(6,) -2(8,), 6, ,0.€R (3.2)

Demonstratie. Fie 0, R fixat gi functla g:R-C,
g} =e{B +0), Ok,
Avem g(0)=2(8,} i cu relatia (2.5)

g'(B)=e'i0,-0) =1ie(d,+0) =1g(B) ,
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Cenform propozitiel 3.1. se deduce cid gi@)=gi(0) -2{B) =2(0,} -=(8)
hgadar pentru B=0, obtinem relatia cerutX.
Definitia 3.1.Partea reald a functiei complexe ¢(B) Ze noteazX
cu casf, iar partea imaginar¥d cu sin@.
hgadar cos, =in:R - K.
cosB=Re{e{B)), sinb=Im{e(B)), BeR : (3.3)

2l e{B)=cosP+iginb ,

Observatia 3.1.Din {2.5]rprin egalarea partilor reale si a
partilor imaginare se obtin relatiile:
(cos@)'=sin®, {sinB)’-cc=B, Bck (3 4]
iar din |e(f)|=1 se deduce relatia fundamentalid cos® &+sin® 8-1,
Deasemenea utilizédnd propozitia 3.2 e pot deduce toate formulele
cunoscute pentru funcfiile cos gl sin si periodicitatea lor.
Propozitia 3.3. Aplicatia B-+e(f}= cos B +i =in 8 este un
omomorfism al grupului aditiv B pe grupul multiplicativ
G={zeC:|z|=1},nucleul acestui omomorfism fiind multimea {2kw:keR).
Demonstratie. Este clar c8 aplicatia e:B -+ G este bi jectivi si
satisface relatia (3.2).Ecuatia e(B)=1 este satisficutd de B=2kw,
kezZ $i s83 ar3tim ci nu mal are alte solutii.Pentru Be]0,2r[ avem

e(@)=1, cici dacl ﬂE]ﬂ,%;] avam sln =0, dacs

Bejg,%[, cos@<0 | iar dacH H‘E{%,En , sinf<o,

Din cauza periodicit#itii vom avea o2(8)=#1, pentru O#2kn, keZ
Azadar nucleul omomorfiszmuluil & este [{2kwikeZ).

Propozitia 3.4. Avem «{(0,) = 2(0,) dacHi =i numai dacy
B.-B, = 2kv:kET.
Demanstratia se face prin reducere 1la absurd =1 utilizéand
propozitia 3.2,

4. Wotiunea de argument.

Definitia 4.1.Dacl¥ z=a+ib € G adicd |z|/=1, atunci solutia
acuatiei e(B)-z, din ]-7,7] se numeste argumentul numirului complex

z 21 se noteazd arge.
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Observatia 4.1. Existenta argumentului este justificatd cu
propozitia 3.3. clci |e(B)|=L gi e este un omomorfism.
Deasemenea unicitatea lui argz este asigurati.

aE

=
T+E=

b
Dacsi az0 =1 be[-1,1] atunci argz=ﬂ=2f g2i atunci
o

argze]l, w].-
Dacd a<0 i b € [-1,1] atunci ecuatia e(B) = 2z are solutia B4w =i
argz=0-+r
Dacd zeC nu neapdrat cu | z|=1 atunci avem

Definitia 4.2.Pentru orice numdr zeC, z#0, orice solutie BeR
a ecuatiei

E{H]=T£T' (4.1)
se numegte argument al numdrului complex z, iar functia e definit3
anterior se numeste functia generatoars a argumenteler numfrului
complex. Vom nota in cele ce urmeazi cu Argz multimea argumentelor
lui zel.

Observatia 4.2. Numiirul complex =z=0 nu are nici un argument
(sau are argumentul nedeterminat) gsi datorit¥ periodicitdtii
multimea Argz este infinitd dac¥ zel
Cbhservatia 4.3.Argumentul unui num3r complex 2z+0 se poate
interpreta ca o aplicatie multiveed a lui € in multimea p3rtilor
iui B, P(R), adics
arg : € = P(R).
Multimea valorilor =sale este aArg(C')cP(R) iar fiecare element al
multimii arg{C) este multimea {B+2kw:;ke%} unde Be]-7,7].
Dafinitia 4.3. Dacd zel", functia
arg : C =+] -w,7],
cu argz=Be)-w,.r], B soclutia vhnicd a ecuatieli (4.1) =se numeste
argument principal a lui z.
Observatia 4.4. Acum aplicatia multivocd Arg:C - P{R) se va
exprima in punctul zel" astfel
Argz = [ argz + 2kyx ; keZ ).
Propozitia 4.1. Au loc relatiile:
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Arglz,'z;) =Argz +Argz,, =z,,z,0', (4.2}
Arg(z,/z,}=Argz, -Argz,, z,,z,€C', (4.3)
Argz=0«=Rez>0 51 Imx=0 (4.4
argx=m=Rez<l gi Tmz=0 ([4.5)

Observatia 4.5.Din relatia (4.1) se deduce c¥ orice zel se
reprezintd sub forma:

z=|z|8(@) = x| (cosl +s5ind) (4.6)

unde 8 ¢ Arg z, numitd reprezentarea trigonometrici.
ACum, utilizand reprezentares (4.6} Ba pot deduce
reprezentdrile trigonometrice pentru z,-2z,,2" unde z,,z,, zeC iar

ne? i deasemenea cunescuta formuld a Iui Moivre

jcosB+igin@)=cosnB+iginnb, ne? . (4.7
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