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In prezenta lucrare ne ocupim de praoprietitile unor siruri
definite printr-c relatie de recurentX liniar3 de ordinul doi.
Aceste proprietiti vor fi stabilite f¥r¥ a folosi termenul general
al girului care,de altfel, se poate determina.Totodat¥ sunt expuse
gi alte categorii de siruri care indeplinesc proprietiiti similare.

Fie girul (x,) definit prin X, ,=a-x+b%x, ,, (Viozl, neN cu

ned

a,xe Z date 21 a,bk,6Z* .5c observd cof x, €L, (VineN.
Metoda folositd pentru studiul proprietftilor acestui gir va Ei
metoda matriceald.Relatia de definitie a sirului poate fi scrisi:

o) 0 kb Brx e
)£ L e

n+1

b , : .
Notd3m A =(E a] €M (Z) .S5e observd ci matricea A este simetrici.

Se stie cH produsul B«.C a douX¥ matrice simetrice care comuts
(B-C=C+B) este de asemenea o matrice simetrici. cum A"zl A", m,neN,
comutd si A este simetricH, urmeaz® ci matricele a* peN sunt

gimetrices.
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a, b
Deci A" este de forma A" =[ R EL] (¥ ne W
bﬂ E‘ﬂ
. b1x.:| b n-1
Relatia (1) se poate scrie = A (V) neM*
xn-l x.r.-

Trnlocuind in relatia (3) pe n,in mod succesiv, prin n-1,n-2,.

obtinem:

B brx,
= 2 . (¥} nel*

x:"-":

Inlocuind pe n in relatia (4) cu ntk,keN rezults

bx, - ARE Brx,
o

bxﬂl* ]:Aﬂ'-'ﬂ‘* . bl}l::l } E=)
Mk Xy

xﬂl.l‘."'|

'y i b,
1-[ nk]:ﬂ"*[ }'J (Vlmel*, (VikelN

x."."l.l'l'_ wil

Din relatiile {5) =i (2)

h‘-’fmsfb'-:‘:x'ﬂn * Xy by .
rezulti: (V) nel*, (V) kel
Kok =0 X b v 2,

n

Fentru K=0 51 k=1 in relatiile (6] obtinem:

bRy ra, v x bo=ba
bx-a +x,'b =b-x :

1 o F] I i+l |:'|,;|r:| ﬂEht Uf]dE x;=a'*‘f-| 1b2.}:u
bexy b +x e, =x,

bx b o+x o =x .

(2)

{3)

r‘r]-

(4}

(6]

{7
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Dorlm ca din acest sistem 23 determindm numerecle intregi a,,b=sl c_.

Dacd a,*x, —Jr.f#ﬂ atunci sistemul(7)este compatibil determinat s1

anam:
Xy "Xy =, Ky bhix -x... -mxx)
S e 5
AT (¥) neN* unde d-x,x, -x& (8}
__h|:_'|._"n',:|"m1 _".il'-'l.';lx'-r..:I I:E'}:",_.. _R! :l'x?:l-l-l & hﬁ -rl: .'T.n
d T d

del iAﬂ]=-§{b3xﬁ xil+a:g;xﬂq} 4
Avrem | = x,la - x,,,+b%x.) -x2,, =

det (A2%) ={deLA)"=(-bZ)"=( 1)4-pia

= (-2} db*® = x x,  -xh, = (-1)7d-b* (V) neN

Avem decl proprietatea:

(F1,) x,'x...-X%,=(-1)7-d+b?®, (V) neN unde d=x,x, -x'*0

Obsevatia 1.DacH  a=k=1; x=F,=0 &8i x,=F =1 atunci sirul considerat

s@ numegte girul pumerelor lui  FPibonacci, iar proprietatea

anterioari pe scrie Fa+1“—ﬁh-1_FE= (=1)%, {¥ineN*. proprietate care

=8 gaseste in [1].
Din relatiile (5) si (B) rezulti:

(P2) @ " X =2 (3G Xy~ X X ) -2, (X -326,,0) . (V) oeN 51 (V) ke N

2
unde  dex x -X0

Observatia 2.Considerind 3irul numerelor lui Fibonaced ,

proprietatea antericari devine:
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F,

I

sk =8 Fp+F *Fp ., (VYneN* si (¥) keN

Din relafiile (&) =i (8%, inlocuind pe n cu n:r,reN” 21 pe k prin n

raezulti:s

- B Kniraa) =Ky Ko ", =X "X, (Ko v R XK X - Ky K K

Considerim acum %,=0 =i atunci ultima relatie ne aratid ci dacl x,
divine x,., atunci x, divide A= Xpioiy*%n divide ([(=2,7) %, .,

Ludm x,*=lex,e{=1,1) g1 deducem ¥ x_, divide x,_.,.

Cum X, divide x., rezultd conform inductiei matematice o3 are loc

proprietates:
(P3)x. divide pe x.., unde reN', »,=0, x,e{-1,1}
Observatia 3.Sirul numerelor 1ui Fibonacci (Folue verifics

canditiile din proprietatea P3, deci F, divide pe Pn., unde reN-.
(F4) Dacd (m,n)=d, atunci (x,,x,}x, unde x, 05K, E(—1,1}

Se noteazd (m,n} cel mai mare divizor comun al numerelor intregi m
=i n.

Demonstratie:

Fie d=({m, n) =d/m si a‘fﬂﬁix‘,f’xﬂ g1 x;/x,. .Deci x;, este divizor
COomun a numerelor ¥, £l %..Rimdne =3 arftim c¥ x, este cel mai mare
divizor al lui x, i1 x,.Fie r =i & astfel incét d=m.r+n-=.
Folosind proprietatea pP2. Cu X,=0, ¥,E{=-1,1) i ludnd n=m-r,k=n:=s
ob{inem: T Hmrine T TRyt M, X X X Ky X X K

De aici, folosind faptul cH orice divizor d, al 1lui x, zi x, divide
pe ¥, 1 ¥,., va rezulta ci d, divide pe x,. De acees x, este cel mai
mare divizor comun a numerelor %, i X,.

Observatia 4.5irul numerelor lui Fibonacci satisface proprietatea

precedentd, adici

(Fp k) =F4 unde d=(m,n} iar m neN

Observastia 5.Proprietitile antericare sunt =atisficute de o clasi

de giruri din multimea sirurilor considerate: mai precis
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sirurile(x_)... date da

Mpp=ax,+bix , (M neN', cux,=0, x, & {-1,1} s 1 (a.b)eZ* xZ*

arbitrare.

Rimane ca problemd deschisd gisirea tuturor girurilor,din multimea
giruriler considerate, care verifici proprietitile P3 21 P4 dar cu
alte condifii initiale decét cele precizate.

Remarcim o8 aceste propriet3#ti au fost stabilite fHv3 utilizarea
termenului general al sirului (x.)_.,..

Considerdnd girul numerelor lui Lucas, L, ,=L,, +L, (¥lno>r=1

cu L,=3 gi I,=1 proprietatea Pl devine:

LyotLo,-Li=5:{-1)51, (¥)neN*

Desi acesta este un gir de tipul (1), totusi el nu verificH
proprietitile PF3 =i Pd4.Termenii acestui gir =atisface alte
proprietdti interesante.
Deci p este un numdr prim, atunci L,=1(model p).
Reciproca acestei afirmatii nu este in general adevirati. Numerele
n care sunt compuse gi pentru care L.=l({mod n) sunt denumite
pseudo-prime Fibonacci.Se poate demonstra o numStul n=705=3:5.47
este un num¥r pseudo-prim Fikonacci.
Observatia 6.Existd o mare diversitate de siruri care indeplinesc
Proprietatea P3 zau P4.DEm in continuare céiteva exemnple de astfel
de siruri.
{1l)Dacd (a,).., este un sir constant de nunere intregi,atunai

(A, 2,) =@, (Vim,neN i (m,n) este cel mai mare divizor comun
a4 numerelor m 2i n.
(2)Dacd a,bez,(a,b)=1 atunci sirul {¥nin:, definit prin

Vp=a®-b", (VineN" satisface proprietatea

I:--.I'r.rj-" .I:'Il.m::I =_1"r[n.rm: [v] I, HEW
Luand in exemplul precedent a=d,b=1 obtinem sirul (M) ey o M=2"]
{(V)neN'. sirul acestor numere se nuwesc sirul numerelor 1lui

Mersenhne.
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Fl satisface proprietatea:

f}ql;_”Hm} =H|li‘..rr:| {¥in, mel*
{3)Fie girul de numere intregi (x,}.. definit prin:

unde ael arbitrar

Atunci avem (x,,x.)=x, . (¥Yin,meZ

(4)Existd gi alte inele (diferite de inelul numerelor intregi) in
care au loc propriet#iti aseminftcare. De exemplu,in inelul AR
girul de polincame (f,),.. definit prin f =¥"-1 agatisface

proprietatea (f,f)=f . (Vio,meN

Demonstratie.

Fie (n,m) =d = n=d-n,, m=dm cun,mecl si (ry,m) =1

Ardtam cid ri#dicinile polincamelor f, si (fn,fa) colncid.

Fie x, rHddcina pentru £, — xf=1 = (x" -1 a1 (% I"=1 = x, este
ridicind pentru £, 8f f, = X, r3dicina gi pentru 5 6 T

Fie o rddicind pentru (F ,f ) —a rH¥d3cind pentru £, 83 f.;

-

Avem deci =1 5i a® Cum od={n,m — () v, ved astfel inciat

d=u*m+v-yu. .Rezultid R e T L N T S 21 decli a este
r¥ddcind 21 pentru £,.

Egalitatea din enunt trebuie priviti, abstractie [Hednd de o
apociere prin divizibilitate.

In [2] este dath o altd demonstratie foloszind aga zisele polinoame

ciclotomice.

(5)In inelul Z([X] sirul de polinocane (F) pare T=X2~3"  are

proprietatea



£o|fper unde reN*, ael*

Solutie:

Aritidm cd £ if = nipunde n,pel

Presupunem fuffp-tnap. -Fie n=p-g+r, g,reM,0zr<p

Avem £ =XT-gl=XiT-XT-aPl g - yT(XPT-gPl) a0y -537)=
=X (XP-a®)-g(X) +a™ T (XT-aT)

Deci f£,=hiX)-f,+a®=-f, cu heZl[x], hwo

Atunci f

if = a® T f =0 = f. 50 = XT-q a0 = r=0 - n=pg

1

Observatia 7.Metoda utilizat® pentru stabilirea proprietitilor
similarede tip (1) poate Fi utilizati =i pentru anumite recurante

liniare de ordin superior.
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