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GENERALTZARI ALE UNEI FORMULE DE MEDIE

Maria S5.POP si Gabriella KoVACS

In [1] apare urmdtoarea problem3d propusi de Kolumb&dn J.:

" Fie a,beR, a<h 51 f:fa,b]+F astfel incat:
1. f este continud in a gi b;
2. I este derivabild pe Ja,bf;
3. ffa)=F{b).

Demonstrati, cf existd ccla,bf pentru care

Ele) -FHie) to= a;b (1)

Dati o interpretare geometricd si generalizati acest
rezultat.r

Observatie.Concluzia problemei r#méne adevdrati gi dacd in
enuntul problemei conditia 3 se inlocuieste prin Cf{al=-F(b).

Solutia I.Considerdm functia
Fila,bl =R, Fle)-r2ix) -[}:’ _'3%5‘]."_
Ea este continud pe [a,b] si derivabilid pe ]a,b[.

tntrundit Iﬂa}=f31a3+f&_ka=f“{h3 (Ega]g Fib), suntem inconditiile

tecremei lui Rolle si existd ce]la,b[ astfel incdt F{o)-=0, adica

2flc) ~flic) +2c-{a+b) =0, de unde avem relatia [(1).
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solutia II.Aplica3m teorema de medie a lui TLagrange functiei
G:la,p] R, G(x)=x"+£7(x].
Interpretare geometricsd.Devarece ecuatia normalei la graficul
functiei f in punctul C(c,f{c)) aste
lb,rll' ¥+Er(e)yy-L(c)-£7(c)-c=0,

relatia (1) exprimd faptul cid aceastd
normald trece prin mijlocul L:LE%P,G} al
L

intervalului [a,b].
Prin urmare,in conditiile problemel

citate, din mijlocul intervalului [a,b] se

Fig.1 poate duce cel putin o normald la curba
y=f(x),xcla, b (Fig.1l}.

Analizand Solutia I din punct de vedere geometric constatém,
qigi
2
punctul M(x,f{x)) al graficului functiei t (F{x) DM| ) ,s1 astfel
conditia F(a)=F(b) - cruciald in golutia I - geometric echivaleazid
cu egalitatea |DA|=|DB|, unde Afa,f(a)),B(b,£(b)).In cele ce

cd F(x) exprimid pidtratul distantei de la punctul n[ Ub la

a+k

urmeazi extindem preoblema de pornire inleocuind punctul H( 5 ,U}

cu orice alt punct situat la distantd egald de punctele Ala,E(a))
=i B(b,f(b)).

Propozitia 1.1.Dacd funcliia f:[a,bh]JcR+R (a<h) esle continud
pe [a,b] . derivabild pe ja,bf gi ffa)=f{b),atunci oricare ar fi deR,
existd cy€la, bl astfel incat

ifl;{:d:l-d.:l‘|'—"[|‘:lf}+sd= E+E |r2_|l

oObservatie.Pentru d=0 regisim problema din [1].

Propozitia 1.2.Dacd f:fa,b]cE-E (a<b) este continud pe [a,b]
si derivabild pe Ja,bf,atunci coricare ar i deB, existd cyela, bl,
astfal incat:

(Fleg-d) £y 1o,=( HaED) g Eib) -fla) | a+h

+
] b-a ]

{F)
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Observatie.Dac3 f(a)={(b),relatia (3) coincide cu relatia (2).
Dacd f(a)=tf(h),relatia (3) pentru d=0 coincide cu relatia (1).
Demonstratia T.Fie F: la, bl -R, Fix} =(x-x)%+(f{x) -d}? ,unde

%, s-a ales astfel incat F(a)=F(b),adici

= *lfb+i{b] —ilay [ fial ff':'h:'— d| .Functia F este continui pela,b],

2 b-a ! -
=i este derivabilid pe ]a,b[.Decarece suntem in conditiile teoremei
lui Rolle, existd c.cla,b[ astfel incét F’({c,)=0. Ultima egalitate
ne conduce la relatia (2).

Demonstratia TI.Aplicim teocrema da medie a luil Lagrange
functiei G:[a,b]*R,G(x)=(x-x,)"+(E(x)-d)* cu x.cR ales arbitrar,
de exemplu x.=0.

Observatie. Pentru simplificarea scrierii, in continuare,in
loc de ¢, vom scrie doar c.

Interpretare geometricd.Relatia (3) exprimi faptul cd normala
la graficul functiei f in punctul C{c.f(c)), mediatoarea
coardei AB si dreapta y=d sunt concurente.In consecinti, Propozitia
1.2 (1.1) afirmd c# dacd functia f verificd ipotezele din enunt,
atunci din orice punct al mediatoarei coardei AB se poate duce cel

putin o normald la curkba |1AB[ : y=f(x).xf]a,b| (Fig.2].

Cazuri particulare.

1)Pentru d=0 relatia (3) devine

fitbb—f%{a}l A+h
2{b-a) 2

sl Propozitia 1.2 afirmd cd existd cela,b|

{41

fic) «£'(g) reo=

astfel incit normala la grafic in punctul
(c,f(c)), mediatoarea coardei AR gi axa

0 sunt concurente.

21Fentru
: o
ﬁ:.Eial%:_él relatia (3) devine
{Fhﬂ-—ri&};:jbj.-chﬁ+m= afh (5]

gi Propozitia 1.2 afirmd c# din mijlocul coardel AR ze poate duce
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cel putin o normald la curba |aB[ @ y=f(x), x<]la,b[-

itn particular, pentru f(a)=-f(b), relatiile (4) si (5] coincid cu
relatia (1).

A+ d_=
1)back £(a)=f(b}, pentru J--Zi81*fiB), 2 od

2 2(F il -f{a))
relatia (3) devine
oo Fla)+FiB) Bzt ']_;,. :
Floy —= = o +e=0)
[':” 2 ZEE flary)

si Propozitia 1.2 afirmd cd existd ce<la,bl[ astfel incidt normala

curbei JAB[ @ v=f{x),x<]a, bl in punctul (c.f(c)), nediatoarea

cocardei AR i axa Oy sunt concurente.
Exemplu.Daci f:[-1,1]-R, f{x)=x*, Propozitia 1.2 spune ci
pentru orice deR existd ce]-1,1[ aztlel incat (c*-d)-2c+c=0.

Intr-adevir,ecuatia in c, pentru ﬂE{ﬂa-%JU[%uﬂﬂ are ¢ singurid

zolutie in intervalul 1-1,1[: c=0, iar pentru d'E|éh 2[ are trei

solutii in J-1,1[: o ﬂrfm?‘*d'j‘jl-

geometric, din punctele (0,V)

£

ale axei Oy cu ordonata wel ;, =1

______ o B se pot duce trei normale la arcul de
parabold y=x*, x€]-1,1[: iar din
celelalte puncte ale axel Oy se poate

duce o singurd normald (axa Oy)

c3 &l ¢ 1 ¥ (Fig.3)
in cele ce urmeazd vom generaliza formulele de medie

antericare pentru functii f:DcR"-R". Ideea generalizBrii ne este
sugeratd de Solutia IT datd problemei introductive, respectiv

Demonstratia IT datd Propozitiilor 1.1, 1.2, gi constd in aplicarea
tecremei lui Lagrange,varianta pentru functii reale de n variabile

reale, functiei F(X)=<x=%,, X-X,>+<f(x)=d,f(x)-d=
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unde xR, deR",iar < , > noteazd produsul scalar canonic in B
respectiv in E*, fird pericel de confuzie.
Privim elementele din B* (p*2) ca vectori linie.
Pentru a,beR* (pzl), ar*b, notim
la, bl=[xck"| x=a+t(b-a),tr]0,1]} segmentul deschis
la,b]={xcRk*| x=a+t(b-a),te[0,1])] segmentul inchis
da capete a,b.

Motlm oJ,=| ..cvecninsnena matricea Jacobi pentru f:DcBE-RE",

Fe{fiooi ) .8l Ff=[flr...,fij vectorul gradient pentru

f:DcR"-+R.
Propozitia 2.Fie |a,bl cDcR", D multime deschisd.

Dacd functia f:D-RY este continu#& pe (a,b] $i matricea Jacobi .7,

existd in fiecare punct din Ja,bf, atunci pentru orice deB® existd
cela,bf astfel incat
b

s e AR SERBY. g plab el s e pg)

ClLIvek=d] «f{gl+e =

Demonstratie.Considerdm functia reald de n variabile reale
F:D~+R, F(x)=<x=-x, x=x,»4+<f(x)=4,£(x)-d=
ou x.£E" fixat arbitrar, de exemplu x,=0.

Din ipotezele propozitiei rezultd ci F este continul pe [a,b]
g1 gradientul vF exist3 in filecare punct din Ja,b[.Aplicénd teorema
lui Lagrange functiei F deducem cB existd cela,b| astfel incit

< wF(¢), b=-a» = F(b)=F(a)
Inlocuind aici
PF(X)=2(X—X)+2(F(x)=-d) «J. (X =h
F(b)-F(a)=< b-a,atb-2x, »+< f(b)=f(a),f(a)+f(b)=2d =
ajungem la relatia (&).
Avand in vedere semnificatia geometricd, enuntim rezultatul

pentru cazul particular m=1 i pentru cazul n=l1.
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Corolar 2.1 Fie |a,b]lcDcl, D mulfime deschisd.Dacd funciia
P:D—# este continud pe fa,b) si are gradient in fiecare punct

din ja,bf, atunci pentru orice def existd ceja,bf astfel incat

< (Flc)-d) FEic) +.::—aT+‘h.b—a }={M—dj*fffb} “Efa¥y 4m

£
Obzervatie.Dacl f{a)=xf(b),Corolarul 2.1 pentru d=0 afirmd ci
existd cela b, astfel incit:

< Fle) Vrle) ie -??L*'?,f:- a%-0

5l reprezinti generalizarea problemei de pornire la functii reale

de n wvariabile reale.
Interpretare geometricd.Conziderim n=2.Hotdm
bTEY [P T gl O 1 RPN - iy N T AP « I R o I SRR .oty T
P (K pan e s X W) | Xyyn o= o X VER)
A=(a,,...a,,f(a)), B=(by,...,b.,T(D)).
Graficul functiei f este o hipersuprafatd in spatiul E™°,

cu ecuatia V=F Xy v ey ¥ Y [ Xy ene Xy )EDS

Dacs ti,...,f; sunt continue pe la,b[, relatia (7) exprini
faptul ci dreapta normald la aceastd hipersuprafatd In punctul

(Cy,+0+,Cn,E(c)), avdnd ecuatliile:

x,+f;1 (c) -¥-flech Ly (o) -o,=0

RSB o o I B

hiperplanul mediator coardeil AB:

< ba,x E;b > (X (b) 5{33:_?ﬁ_ffaﬁ;£1h] =

gi hiperplanul y=d sunt concurente.

1

Z

2 . %'I
My +HL+1

Exemplu.Pentru n=2, f:R-R, fix,K6 x,)

a=(1,-4),b=(=5,2), Corolarul 2.1 afirmd c8 oricare ar fi deR,existH

cela,bl, c=(c,,c,;),astfel incat in spatiul k' dreapta normald la
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1

suprafata (5): ¥ i (2,2, eR* (Fig.4) in punctul
My +xL+1
C(ﬁgfﬁgf—;-lq-—] al suprafetei,planul mediator coardei AR,unde
oy g+l
Afl; d,-é;]:.H{—b,E,?ﬁIﬁ , 51 hiperplanul y=d sunt concurente.

Fig. 4

Corolar 2.2 Dacd functia f:[a,b]l cR-B" este continud pe [a.b]

gl derivabild pe Ja,bf, atunci pentru orice dJdeR" existd ccla,bf

astrfal incat

( £ic) -d) T,le) 1e - < ”f“};”m _g,w ,ui;:@? (8}

Observatie.Dacd f(a)=1f(b),pentru d=0 Corolarul 2.2 afirmi ci
exist3d cela,b] astfel incdt

Flo) “Tpla) va= 2B

51 reprezintd generalizarea problemei de pornire in cazul
functiilor wvectoriale de o variabild reald.

Interpretare geometrica.Considerdm m>2. Notim

d={d,;cc., ), E{x)=(E. (XY, B (X)) . ¥=[Vsps+-+.¥)s
B = (%, ¥y ve,¥a) | %, ¥ir oo VaFR]),
ad=(a,f,(a),...,£.(a)),B=(b,E£.(b);... . E.(b)).

(R 8

graficul functiei f este curba [AS5] a spatiului B

cu ecuatiile parametrice:
X=X

- o ) -
FABT: ApAAD SLMES o grepa gy

v, =f,(x)
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Relatia (8) exprimd faptul ci hiperplanul normal acestel curbe
in punctul (c¢,f,(=),...,E.(2)), avind ecuatia:
¥+(y-f(c))-Jd({c)-c =0 ,
hiperplanul mediator coardei AB:

o BB L £ib) -fia} " Llal+fib) o _
z boa B 2
vy =i,
=1 dreapta y=d, respectiwv L sunt concurente.
:"IFD:I:'IE

cu alte cuvinte, in conditiile Corelarului 2.2, in spatiul
F*'*,din orice punct al hiperplanului mediator coardei AB se poate

duce cel putin un hiperplan normal curbei 1a2| : y-£(x), xFla,bl.

Exemplu.Pentru functia f:[%},ﬂj—E?,fix]-{uuﬂx;ﬁinxj. luand
d=(d, 4.)=(0,0), existi CEA%E,E[ , anume & :%E , astfel incat
JH pianul normal arcului de elice
k:;;’{:* - X=X
™~ lasl: {¥1=cos X xel = .=w(
{F2=Hiﬂ X 2
in punctul (o, cosc,aing}) - 'T ; ——‘TAE jf'E]
3i planul mediator coardei AB unde |
5{%;,D,1]: B(m, 1,0), se intersecteazd pe
axa Ox (Fig.5}).

F o
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