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ASUPFRA UNEL PROBLEME DE PARTITIONARE
loana BEELTHA

Scopul acestel lucrdri este prezentarea modului de constructie
a unui model matematic pentru o problemi practici =i apei o metods
de rezolvare a acestei probleme cu ajutorul calculaterului.

Froblema de la care se porneste este problema zonfdrii. Zonarea
este procesul prin care o retea de servicii este partitionatd in
retele mai mici, fiecare dintre acestea avind un anumit grad de
autonomie in ceea ce priveste alocarea resurseleor si efectuarea
operatiilor specifice. Termenul de autonomie presupune ci odat3
stabilitd strategia generald gi odat3 hot#ritHd alocarea resurselor,
administratorul local are anumite libertSti in luarea deciziilor.

Implicatiile zondrii sunt pe termen lung. DupX impirtirea unei
retele in subretele aceste subrefele var fi tratate independent in
caea ce privegte drepturile lor de a poseda resursze =i de a opera
cu ele. Un avanta) al impdrtiril unei retele in subretele este of
faciliteazfi modelarea gi rezolvarea problemelor privind strategia
retelelor locale:; in loc =4 avem de a face ou un model wast ou
caleule complexe se vor rezolva mai multe probleme mal mici de
acelasi tip.

Pantru a impHrti o refea de servicii in subretele se wvar
respecta citeva criteril naturale.

criteriul echitd&tii. In contextul serviciilor furnizate, mai
ales in sectorul public, conceptul de echitate afirmi cd intreaga
populatie de potentiali clienti trebuie =8 fie tratatd in mod egal

in ce priveste calitatea serviciilor oferite. Deci subretelele in
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care este impdrf{itd reteaua trebuie =3 genereze coreri de servicii
egale. Tn practicd este dificil de realizat egalitatea perfecti
intre cereri de aceea este permisd o anumnitd deviere de la cererea
medie.

Criteriul conliguitdtii. 0 subretea este contigui dacH existd
el pubin un drum fntre oricare dintre nodurile sale care =3 nu
treacd prin altd subrefea. Acest drum nu este neapirat cel mai
scurt.

Criteriul compactitidtii. 0O interpretare intuitivd a acestui
criteriu este ca marginile unei zone s8 nu fie prea indepirtate
unele de altele. In partitionarea unei zone planare compactitatea
s@ poate exprima prin asemfnarea zonsi cu un pHtrat sau un cere sau
prin distanta rezonabild a populatiei fat¥ de centrul zonei.

Enclave. Tn procesul zondirii trebuie s3 ne asigurim c¥ nu se
creeazd enclave. O enclavid este un nod sau o multime de noduri ce
hu pot forma o subretea din cauza criteriului echititii, iar pe de
altd parte nodurile nu pot fi conectate cu alte noduri din motive

de contiguitate.

Modelul matematic al problemei.

Fie o refea cu N noduri. Se va modela aceastd retea ca un graf
G(V,E) unde V={ 1, 2,..., N} este multimea nodurilor{ adicd a
cllentilor), iar E este multimea muchiilor. Deci E={(i,})]| existH
un drum direct intre clientii i gi j). Fiecl3rei muchii (i,j) i =ze
asaciazd o pondere 1(i,j) ce reprezinti lungimea drumului intre i

gi j, iar fleciirui nod i =e ascciaz¥ un numdr h, ce reprezinti

ponderea din cererea totall de servicii generatd de nodul i, I=T,N

W
lE ..h_:=1 .

Problema care se pune este partitionarea acestel retele in M

wzone N,, fiecHrel zone corespunzindu-i subreteaua G,(V, E,), i=1,M

care sd fie disjuncte, =53 formeze o acoperire a retelei si =3

gatisfacd criteriile enumerate. TIatd formularea matematicd a
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acestor criterii:

Echitater daci M este numirul de subretele in care sec wva
impArti reteaua atunci echitate perfectd se obtine cind cererea
generatd de fiecare subretea este h=1/M. Se va permite o anumit3
deviatie de la h, @, 0< a< 1. Atunci N, este acceptabili din punct

de vedere al echititii daed | ¥ h;-h |c a+h .
.TEH[

Contiguitate: fie matricea B pitraticd de ordin N unde

1, dara (i,k)EE
Byp= 3
0, € cag contrar

“ona N, este contigud dacd subreteaua G,(V,, E,) este conexH.

Compactilate: zona Ny este compactd dacd cea mal scurtd
distanta dintre doud neoduri ale sale nu depiseste o wvaloare
prostabilitd B. Fie matricea pitraticd C astfel incit

C., =

L

1, daca dii,x)<p
{n, fn caz contrar
unde d(i,k} este cea mai scurtid distantd de la i 1a k in N,. Zona
N, este compactd dacd ¥V a,b eN;, =1 .

Pentru rezolvarea problemel trebule parcurse dou¥ faze. In
prima fazd se determingd multimea = a zonelor compatibile cu
criteriile de mal sus. Fie = numdrul zonelor acceptabile. In raza
B doua, din aceastd mulfime S =e aleq zonele ce acoperd fiecare nod
o &ingurid datid. Se alege de obicei o functie scop ce trebuie
cptimizatd. Wu existd reguli pentru functiile scop. Se incearci de
ebicel optimizarea uneia din restrictiile impuse.

Fie f o functie scop. Dacld S este wmultimea zonelor
acceptabile( din punct de wvedere al echititii, contiguitdtii,
compactititii zi enclavelor) si ¥, o variabild binari astfel incit

{1. ddcd Zona 7 este selectata

0, in caz contrar
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Problema zoniirii se wa formula ca o problemi de programare
discretd astfel:

min ¥
[

;1: Xl g n

=
Z{\ X;= M

X=0,1, J=l,s

B

unde a;;= 1 daca I€N; 510 altfel
Pentru a ilustra modul de rezolwvare a problemel urmdrind cele

doua faze vom considera reteaua G din figura 1.

e

figura 1

Ne propunem =X partitionim reteaua G in 4 zone. Cererea ideala din
fiecare zond ar fi 0.25, dar permitem o deviatie a=2.5%, deci o
zond este acceptabild dacid genereazd o cerere cuprinsd intre 22.5%
51 27.5% din cererea totald. Pentru compactitate impunem ca coa mail
scurtd distant¥# intre aricare doud noduri ale uneci zone =3 nu
depigcascHd 10 unitifi.

Faza I: determinarea zonelor compatibile cu cerintele impuse.
Metoda folositd pentru determinarea zonelor acceptabile va fi un
algoritm de cHutare in arbore. Incepem cu unm nod bparecare gi
addugdm nodurl adiacente mentinind compactitatea pin3 cind cererea
devine acceptabil¥. Cind cererea dapigeste marginea superiocari se

face backtracking in arbore. in timpul acestui proces se acordi
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atentie elimindrii enclavelar. Se creeazl o enclavi N1 dacy

E: b« e g1 In acelagi timp nu se poate gisl un nod care =3
ISN1 MM

se adauge la N1 pentru a satisface echitatea din cauzd cf nu
satisface contiguitatea.

In algoritm fincepem cu nodul cu numdrul cel mai  mic
neconsiderat incH gi construim pentru 21 un arbore. Lulim de exemplu
hadul 1. Nodul 1 va 1 rdddcind pentru arbore( flg. 1).

mav, 0

VA

miv 2,

figura 2

Felesind matricile B si © glHsim toate nodurile ce satisfac
contiguitatea gi compactitatea. Aceste noduri sunt pe nivelul 1.
Pentru fiecare drum din acest arbore calcul#im cererea totaldi. Dacl
cererea totald satisface echitatea nodurile de-a lungul drumurilor
( drumurile 1-2 gi 1=3) se creeazi zone legitime {1,2) =i [1,3}.
Daci cererea depiseste marginea supericarid marcEm nodul respectiv
cu asterisc ardtind cd nu an gisit o cale bund si nu continuim
ramificarea arboreluil din acel neod. Luim apoi filecare dintre
nodurile nemarcate de pe nivelul 1 si continuim ramificarea cu
noduri ce matisfac compactitatea si contiguitatea. Din nodul 2 =e
peate continua ramificarea cu nodurile 4 gi 5. Multimile (1,2,4}) =i
11,2,5) sunt contigue =i compacte, dar calculind cererea totalll se
observd ci se depigegte limita admis¥d. Marcim nodurile 4 si 5 cu
asterisc gl ramificim arborele pornind din nodul 3. Multimile
{1,3,4} 51 {1,3,68} sunt compacte i contigue, dar nu satisfac
echitatea. Se marcheazd cu asterisc nodurile 4 gi 6. Pe nivelul 2
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nu avem noduri nemarcate deci vom fncepe constructia arborelui cu

ridicina 2 si wvom continua cu celelalte.
latd de exemplu arborele cu rddicina 3( fig. 3):

M, O

figura 3
Faza I 2e incheie cind s-au gisit toate zZonele acceptabile si

s=-a construit un tabel cu aceste Zone, cererea generatd de fiecare,
deviatia relativd =si eventual alte mirimi ocare ar putea fi

optimizate. Pentru exemplul considerat tabelul este:

Nr. zonei Noduri cererc( i) Daviatie Sectiunea
raelativi [ llsta)b
1 s 27 0.8 1
s 1; 3 24 0.4 1
3 2, 4 24.5 g.2 2
4 2, 6,9 26 0.4 2
K, 3, & 22.5 1.0 3
& 4. 5,0 24.5 0.2 4
i 4, ¥ 23 Q.0 4
a 4, B 24 0.4 4
3 5, B, 3 25.5 0.2 5
10 | S 26 0.4 &
11 Tl 26 0.4 7
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unde deviatia relativd reprezinti - . lar in ultima

coloand a tabelulul se giseste nodul din care a inceput constructia
arborelui pentru zona respectivi. Zonele care se construiesc din
arbori cu aceeagi rédicind vor face parte din aceeasi sectiune
( listxy,

Faza TI: rezolvarea praoblemei de optimizare.

Vom cHuta o astfel de impHrtire in zone incit deviatia
relativd maxim¥ c s34 fie wminimi.

Fie A o matrice W x s unde

{1, daca nodul i este fn zona N,
Ei.|=

0, £fn raz contrar

Pentru exemplul dat avem matricea A

2N
/
ned 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11
1 1 1 O 0 0 i 0 0 0 n} 0
2 1 0 1 1 © 0 o ada o g 0
3 0 1 ] 0 1 0 O 0 0 0 0
4 4] 0 1 0 ] 1 1 1 ] 0 |
b 0] o ¥ 1 0l 1 ) o 1 0 0
& ] 0 ) 0 1 0 0 { ] 1 ]
T 0 D 0 o ] QO 1 0 0 1 1
8 o o o ¢ 0o o o 1 1 9 1
k] 0 ] 0 1 0 1 0 § 1 0 0

Definim ca variabile fixe zonele ce trebuie 235 facH# parte din orice
saolutie acceptabild a prablemei, deci zonele N, pentru care X,=1.
Notdm r,, r;,..., ¥, liniile lui A i1 o,,..., ¢, caloanele.

Fle e=(0,...,0,1,0,...,0) unde 1 este pe pozitia j.

Excluderea de zone din salutie se va descrie prin stergeri de
linii 31 coleane din matricea A. Solutia optimd se va citi din
matricea A rimasH# dupd ce se vor face toate reducerile pasibile.

Sunt adevirate urmitcarele propriet#ti{ Jjustificlrile sunt

evidenta):
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Proprietatea 1: dacd exist¥ o linie zero in A problema nu are
solutie.

0 linie zero In A inseamnd un nod care nu face parte din nici
o zond acceptabild, deci neacoperibil.

Froprietatea 2: dacd exist¥ r,= e, atunci X,=1. tn continuare
aorice linie t din A cu a,,=1 poate fi stears3 si orice coloand p cu
d.,=1 poate fi gtearsi.

Evident dac# existd o linie cu un slngur 1 inseamn3 ci existH
© s1lngurd zond care contine un anumit nod. Aceasta trebuie =3 Facy
parte neapdrat din solutie gi atunci alte zone care contin noduri
din zona fixat¥ nu vor face parte din solutie( Flecare nod trebuie
=8 fie acoperit de o singurd zon#).

Proprietatea 3: dacd r,= r.( Tp3 Fyye 1=1,2) atunci linia k
poate 1 stearsd, la fel orice coloand j pentru care a,,=1 8l a.=0.

Proprictatea 4: daci a,> a, atunci coloana t poate £fi stearsd,
la fel orice linie j cu ra=1 gi r,=0.

Algoritmul este unul de partitionare a nodurilor si se va
tarmina cind s-au lixat M variabila.

Motatii: D multimea variabilelor fixate

N{D] numirul variabilelor fixate

U multimea de noduri din zonele din It

¥ multimes zonelor din solutia partial¥ curenti
T nodurile din zeonele din Y.

Algoritmul:

Pas 1. Initializare: 1=0; ¥:=D; T:=0:

Pas 2. Alegerea listel urmitoare: se ia nedul ©u numirul cel
mai mic neacoperit incH in =olutia partial¥( deci care nu & in i i B
Dacd toate nodurile sunt acoperite de mai putin de M zane mergi la
Pas 4. Dacd existd noduri neacoperite un indicator aratd acest
luera.

Pag 3. AdHugarea unei zone la Y. Se incepe cu pozitia indicatX
in listd $i se verificd ca nodurile din acea zond =3 nu fie in T.
Dacd conditia este indeplinit¥ adSugim zona la ¥ =i nodurile sale
la T i se trece la Pas 5. Altfel trecem la urmnitcarea zond cu

deviatie minimd din aceeasi listH( cu acelasi nod de inceput) si
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repetimn Fas 3. Daci nu mal exist¥ zone adecvate in listd se trece
la Pas 4.

Pag 4. Backtracking. Dac3 1-0 stop; altfel 1:~1=1. Scoatem din
¥ ultima zond adiugatd gi din T nodurile corespunzitoare zi se
trece la Pas 3.

Fas 5. Test pentru sclutie. 1l:=1+4+1. Dacd 1-M=N{D) si toate
nedurile sunt acoperite se trece la Pas 6. Dacd 1=M-N(D] =1 existH
nocdurl neacoperite se trece la Pas 4. Dacd 1< M=N(D) sec trece la
Pas 2.

Fas 6. Determinarea unei solufii. Valoarea solutiei, o, este
ces mal mare deviatle a unei zone din Y. Se pot sterge toate zonele
cu deviatfie mai mare ca aceasta. Daca nu ge fac stergeri se trece
la Pas 4 altfel e trece la Pas 7.

Fas 7. Se aplicd reducerl in A i se determini D si U. =Se
trece la Pas 4.

[atd acest algoritm aplicat pentru exemplul dat:

Proprietatea 2 nu este satisfHcutd deci nu =e poate Fixa nici
@ variabild la acest nivel.

Di=0; U:=0; N{D):=0;

Fas 1. 1l:=0; Y:i=0; T:=0;

Pas 2. lists 1

Pas 3. N.:=11,3}1; Y:=({2}; P:={1,3}

Pas 5. 1=1= 4

Pas 2. lista 2

FPag 3. Hi={2,4);7 Y:=[2,3); T:={1,2,3,4]

Pas 5. 1=2< a4

Pas 2. lista &

Pas 3. N,:={5,8,9}; Y¥:-{2,3,9}; T:={1,2,3,4,5,8,9}

Paz E. 1l=131< 4

Pas 2. lista 10.

Pas 3. N,,:={6,7}7 Y:={2,3,9,10); T:={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Pas 5. l=4; toate nodurile sunt acoperite.

Pas 6. c=0.4. Se sterg zonele 1 si 5.

Fas 7. reducerea matricii A: se sterg coloanele 1 i 57 sa
sterg liniile 1,3,6,7 si coloanele 2,7,10,11; se sterge linia 5. Se
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obtine matricea:

Eamno
&
nod 3 4 & B 9
2 1 1 0 0l ]
4 1 0 1 1 4]
B 2 o0 ¢ 1 1
] a 1 1 0 1

Existd In matricea redusH dou¥ pozibilitdti: zonele { 3, 9} =i
{ 4, B}, Se verificH cd ambele =soclutii [ 2, 3, 2, 10! si
[ 2, 4, B, 10} dau valgarea c= 0.4 decl sunt optimale.

BTBLTOGRAFIE

1. HANDLER, G.¥., Minimax Location of a Facility in an Undirected
Tree Graph, Transportation Science 7, 287=-293, 1373

2. AHITUV, N., BERNAN, 0., Operations Management af Distributed
Service Networks, Plenum Press, New York, 1988

. MOLDOVAN, G., Bazele informaticii II, lito. Univ."Babeg=-Bolyai",
Cluj=Napoca, 1945

ABOUT THE “"ZONING®™ FROBI.EM

ABSTRACT. In this paper is described a mathematic model for the
"zoning" praoblem, that means the divizion of a service network in
a humber of networks with a relative autonemy cancerning the leocal
management and rescurces alocation. We also give an algarithm that

solve this problem.
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