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PROBLEME COMENTATE

Dan BARBOSUT

Aceastd lucrare a fost prezentatd la sesiunea de comuniciri
organizatd la liceul " Vasile Lucaciu® din Baia Mare in 21.01.1996
gi se adreseazd Iin primul rand elevilor de liceu.Pe parcursul ei se
rezolvi citeva probleme publicate in paginile Gazetel Matematice
din anii 1994 si 1995,la rubricile " probleme pregititcare pentru
0.I.M.si O.B.M." i respectiv "Concursul rezolvitorilor®.

criteriul de selectie al problemelor este acela cid toate
utilizeazd epential o proprietate binecunoscutd, exprimatd In:

Propozitia 1. Fie a,beR,ad gi functia f:ER-R

fix) =x%-(a+b)x+ab. Atunci Fix)=D, (V) xela,b] .
Vom exemplifica aplicarea acegtei proprietdti simple in rezolvarea
unor probleme aparent dificile.

Problema 1. [3] "Dacd O0<mdM, neN-\1) si x,€ lm M (V) k=1,n,

gd e demongtreze ci:
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Solutie.
Decarece x,€ [m, M, (Vikell,2, ... . mt=xiem?, M*], (Vikeil,2,...,nl
Aplicdnd propozitia 1 se obtin inegalitidgile
:-vl:Jr+;rrn'-:I'i <m+M, (¥ikell,z2,...,0
xl.'
x}emM? = sm?eM?, (V) kell,2,....nh
e

Adunand membru cu membru inegalitdtile precedente,cbtinem
- - o i
; x, (1+x.) +m*M*Y —[—- +—] < i {m+M+m* +M7)
=1 k=1 Aph Mg mhf

Conform inegalitdtii mediilor, avem
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Rezultcd deci ca
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gi problema este rezolvata.

Problema 2. [8] rFie [a, b] R, m, peN". 5¥ ge arate cod

oricare ar fi x.€la,bl, k+#1,n are loc inegalitatea

4 gPhF [i xf;*"] i xﬁ""] <{a F+b#)* Li: x,"."] .
fr=l =1 1

Solutie.
Dearece X, € [a, D], (V) kel1,2, ..., n=xfe[a?, bF], (Vikeld,2,....nl
Aplicind atunci propozigia 1 se obtin inegalitdtile

xP+raf-bPxPsaf+b?, (Mkelr,2,... )

Prin inmultire cu X, {care este pozitiv cici x,€la, bl <Rl )gi



sumare dupd k, inegalitdfile precedente conduc la
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Conform inegalitdfii mediilor, membrul stdng se minoreazi in forma
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Prin urmare
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deci inegalitatea enuntului este demonstrati.
in problemele ce urmeazi a fi prezentate se imbini aplicarea

propozitiei 1 cu o aplicare ingenicasd a inegalitidtii mediiler.

Problema 3. [9] "Dacd x,€([1.2], (Vik=1,n are loc inegalitatea

x5 2) -

k=1 “*k

Solutie. Aplicidnd propozitia 1 se deduce ca si in solutiile
problemelor 1, 2 ¢3 are loc inegalitatea
L a 1
b xt+2§ — 230,
k1 1 X
Membrul stdng se minoreazd {(aplicind inegalitatea mediilor)
dupd cum urmeazda:

Eezultd

(B2

inegalitate echivalentd cu inegalitatea enuntului.



Problewa 4. [10] "Dac3d a,.beN’,ach gi xela,bl, (Vi k=1.n

arunci
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Solutie. Ca §i in solutia problemei 3 ae obtine

4] i
;xfabp L cnia+h.
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Deparece a,beN'—abeN*, deci in membrul sting al inegalitdtii

n

precedente figureazd (1+ab) numere pozitive, unul fiind ¥ x;

n

jar celelalte ab egale intre ele aviand valoarea comund E xl
I

Conform inegalitdtii mediilor

ixﬁab IE_; ?i > (1+ab) \M;E xl:] LE :ﬁ]

Leah B S, akh ]
i nia+b
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din care, prin ridicare la puterea f1+ak) se obtine inegalitatea

Rezultd

enuntului.

Observatii.

i} Pentru a=1,b=2 problema 4 se reduce la problema 3.

ii) Afirmatia enuntului rimine wvalabild(cu aceeasi solutie) in
ipoteza mai putin restrictivi abeN*., Se va vedea In finalul
notei cd aceastd ipotezd poate fi glibitd mal malt .



problema 5. [4] "Fie [a,bl,lec,dicRl cu ab,cdeN. 53 se
arate c& pentru orice m,neN'\{1} si orice x,€la.bl., k=1.m

viele, dl, 7=I.n are loc inegalitatea
= n m ab n od E
1 1 {a+b) m+ (c+d) m\krapead
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Solutie. Ca si in golugia problemei precedente obtinem

) - = 1 ¢ A | mia+b} +n{osd)
SERU . ahb I . e
2+ab+od EH"* = X, §y3+¢d§ ¥ i 2+ab+cd

Decarece ab, cdeN', membrul st&ng al inegalicigii precedente

reprezintd media aritmetica a (2+ab+cd] numere pozitive
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=1 ¥3

ak od __l_
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din care se obtin (prin ridicare la puterea naturald 2+ab+od )

inegalitatea enuntului.

%n continuare vom redemonstra un rezultat cunoscut sub
denumirea "inegalitatea generalizatd a mediilor" care permite
s14birea ipotezelor problemelor 4 gi 5.

1l

Propozitia 2. Fie neN', a, p;eRl (V) i=1.n gi _p=):pi

i=1

Are loc inegalitatea
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Demcmatratie. Considerdm functia f£: (0, +=) ~R, fix)=lnx.

Decarece ["(x) = iﬁ <0, (¥)xe(D,+=), functia considerata este
xﬂ

concava, si conform inegalitdgii 1lui Jensen deducem cCa
]

pentru (V) X, X, « - - X, € (0, +2), (V) &y, @0 oo B €00, 1) cu Y &,=1
=1

are loc
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Tinind cont de monotonia functiei logaritmice, inegalitatea
precedentd conduce la

[ n =
(2) Yoax0x",
i imy
in (2} alegem “1:%!"::&1- (¥) i=1.,n gi obtinem
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inegalitate echivalentd cu inegalitatea enunfului.

Problema €. Fie O<a<b si neN', nzz. 8E ge arate cd oricare

ar £fi X,.X. ... X € [a,B] ., are loc inegalitatea

] n
1 | nla+b} jLeak
[E x*] E_':l: X ] T 1+ab .



Solutie.Din ipoteza cd x,,...,X,€ [a,.b] cRl se obtine fard nici
o dificultate inegalitatea
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Fologind acum inegalitatea generalizatd a mediilor (1) cu
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Rezulti deci cd
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si problema este rezolvatid.

iar de aieci

Obgervatie. Problema 6 este o generalizare a problemei 4.
Totodatd, problema € generalizeazd problema din [5] in care se cere
ipoteza suplimentard abep

Problema 7. Fie [a,bl,lc.,dlcR.. 54 se arate cd pentru orice

m nel {1} si orice x,ela.bl, k=1,m, v;elc.d], 7=1.n are loc

inegalitatea
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Solutie. Ca in problema 5 se obtine

1 ab w1 1
E+a.b+cd§x‘c+ 2+ab+cd =t Xx; E+a_b+-:'d§';}r-' E+a.b+cd;.'?1.}'_j£

mia+b) +n{c+d)
2+ab+od

Aplicdnd acum inegalitatea generalizatd a mediilor (1) cu
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E — A, = 7 [E——
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obtinem inegalitatea

= [; x“abE =3 +E}-j+cdz J

2+ab+cd = X =

1

(g~ ) ) (22T

Rezultd atunci c3¥ are loc inegalitatea

ahb o l+ —
n . m ‘_1_ n - n g 21-E|5:'~vds la+bym+{c+d) B
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care este echivalentd cu inegalitatea enunfului.

Observatie. Problema 7 intdregte problema 5 prin renuntarea la

ipotezele ab, cdelN*
celor interesati de  aceasta

[7].

Recomandim problematicd

excelentele luecrdri [1], [21, [&],
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S0OME COMPETITION PROBLEMS

abstract. In this paper we solve some competition problems
proposed in Gazeta Matematicd. The main results of the paper are
the problems 6 and 7 in which we give the generalizations of the

problems from [4], [5] and [10].
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