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A MATRICELOR DE ORDINUL DOT

Dan BARBOST

Vom prezentca o metodd unitari pentru ridicarea la putere a

unei matrici pitrate de ordinul dol cu elemente numere reale.
Fis

s}
a=|® Ylem (R), Tra-g+d, deta=ad-be,
cdl *

I, matricea unitate de ordinul doi iar O, matricea nula de

ordinul doi.
Lema 1. Are loc egalitatea

-

{1) A= (rrAa) A+ (detd) L,=4, -
Demonstratie. Simpld verificare prin calcul.
Observatgii.
i} Bgalitatea (1) face cbiectul problemei &, pag. 19 din [1].
ii} Lema 1 constituie un <¢az particular al teoremei Cayley-

Hamilton.
Pentru detalii relative la aceastd teoremd recomanddm lucrarea

[2].
Lema 2. Dacid nel”, atunci A% este de forma

o dn 'hn
o = Cn dn

unde (&) . n (D) pepe (Cn) pene (dp) pew  SURt giruri de numere reale.
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Demonstratie. Notdnd a,=a,b =b, c,=c,d,=d deducem cd (2] =ste

adevidratd pentru n=1.
Si presupunem cd (2] este adevdratd pentru p=k g1 sd
demonscrim ci =a ra3mine adeviAratd pentru n-k+l.
Anrem
a, by (a Ej ady+cb,  bagrdb,
c dl \acpred, boy+dd,

AR+1=AJ|.' _
"i:"{::'_!r d,

Pundnd &,,,=aa,+cb,, by, =bbyedb,, o =acgrod,, dy, sho+dd,,

deducem cd (2) rdmine adevidratd pentru n=k+1, in baza
principiului inductiei complete rezultd c¢f {(2) este adevdratd

pentru orice numdr natural nelN°,

Lema 3. Sirurile (&8,) pane (Do) pewe () pepr () ey din (2} sunt
giruri liniar recurente de ordin deoi gi sacisfac aceeagl relatie de
recurentsd, de forma

(3} X, .=~ (TrA)x,, +(detd)x,=0.

Demonstratie. Prin inmultirea relatiei(l) cu A" deducem c3

ATE- (TrA)A™l+ (detA)A"=0, .
Folosind reprezentarea (2) gi egalitatea precedentd rezultd cid (3)

are loc pentru fiecare din sirurile (a&.) qaye (By) pene () pene (00 pen -

Problema determindrii puterii a n-a a matricei A se redurce
asadar la determinarea termenului gemeral al girului (3). Aceastd
problemd este rezolvatd in

Lema 4. Fie (x,),. un gir de numere reale g¢e gatisface o

relatie de recurentd liniard de ordinul doi cu coeficientl
constanti, adicd

(4) ax, +Bx, +vx,=0, (VineN

unde x,,x.€R sunt dati, iar a,p,ycR sunt constanti.

Fie deasemensa
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(5) er<+fr+y=0

ecuatia caracteristicd a girului ce gatisface (4) 21 r,.r,
radicinile lui (5). Sunt adevirate afirmatiile de mai jos

i} Dacd r,.I,eR, r;=r, atunci

{E] Kn=f:1rlﬂ*ﬂd;}u

ii} Dacd r,=1r,=r, atunci

{7) X

gl

=r " +n5)
iii) Dacd r, ,=|r|{costzisint) atunci
(8) x =|r|"{C,cosnt+Csinnt) .

¢, &i , sunt constante reale care se determind din conditiile
initiale.
0 demonstratie a lemei 4 se giseste In [4].
Prin urmare, problema ridicirii la putere a oricirei matrici
AeM, (R} este complet rezolvati de lemele 2, 3 gi 4.
Prezentim in continuare unele aplicatii ale metodei.
Aplicatgia 1. [1, pag.20, problema 18] Se considerd matricea

ﬁ.=[2 :]EHE{R'J gi se cere A" (nelN'),

a, b
Solutie. Conform lemei 2 avem ﬂ”*[ancgq.
i M

Decarece TrA=0 @i detA=-a®, in conformitate cu lema 3, girurile

[aa]nE?ﬂ' {"h..:l]:a-c-l'-lf "r':!ﬂ}l:-sﬂ-" I:rj.".-w:'rn:'!'-«i satisfac relatia de recurentd

g

pher ST
Lpd X, =0
Ecuatia caracteristicd a acestei recurente liniare are riddicinile

reale gi distincte r,=-a,r,=a

Aplicind lema 4, afirmatia i), deducem c¥ x,=a7[C*(-1)"+G)]
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Deparece Fu=(n a]' A2 -[EJ EJ. impunénd conditiile x,=0,x,=a’
& 0 0 a! .
abtinem termenii generali ai girurilor (a,),.n i respectiv {(d,} n-
Evident a,=d,, cdci cele doud siruri satisfac aceleagi condifii
initiale, TImpundnd conditiile X =4, x =0, cbfinem termenii

generali ai girurilor (b,)_ .y &1 respectiv (¢,),.n. Din nou avem

bo=e,,
Dupd efectuarea calculelor anterior descrise se obtine

_1+[—1_:|l' 1+|:_1:|fJ—L

2 2
Af=agc"
1+{-1)™F 1&(-1)"
2 2

Aplicatia 2. [5, problema 23191] Fie a,beR, a*0. Demonstrati
egalitatea

cos (narc zg—i} -gin{narc tgg )

[a‘ 'b] - (fZTET
b a

gin(narc tg—ab} cog(narc tg—gﬁ

Solutie. Fie A={:';J. Aplic&nd lema 2 avem
a, b,
cﬂ d]'.' i

Deparece TrA=2a,detcdA=a?*+b? rezultd, conform lemei 3, ¢d girurile

A®=

() pemr (B peme (Cn pene () e satisfac relatia de recuzentd

{7} Xy a—2dX,,, + (a*+b%) x,=0
Ecuatia caracreristicd asociatd recurentei (7} are raddcinile
complexe gi conjugate

(&) I, ;=ai ib=ya®+b?{cos{arc l:g%] tiginlarc tg%} )

Conform lemei 4, afirmatia iii}, termenul general al girului (7)
egte de forma
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(9) x,.={(ya®*+b?)"(C, ‘cos{narc zggl +Cysin(nare tgf] Y

b a 2ab  a*-b*
impugse girului (9) conduc la determinarea termenilor generali ai

a -b a*-b* -2ahb .
Deparace A={ ] A2=[ ] , comditiile x =a,x,=a*-b*

girurilor (a,),.s &1 respectiv (dy) .-

Intrucidt conditiile initiale coincid, avem a,=d,. (¥lnelN.
Conditiile x,=-b,x,=-2ab respectiv x,=b,x,=2ab impuse giruluil%)
conduc la aflarea termenilor generali ai girurilor {bgl,n 51
respectiv (o) 4. Datoritd conditiilor inigiale avem ewvident

b =-c_, (¥lneM.
Dupi efectuarea calculelor indicate anterior obtinem afirmatia

enuntului.
Aplicatia 3. [1, pag.20 ,problema 23]

a b ;
Fie matricea A=(—I::- a}a’giﬂ} castfel Incdt a*+b<l

a. b
i) 85 ge arate cd AY este de forma A“{_; ;J

r

ii) B4 se demonstreze cd sirurile (&,),n $i (b, sunt
convergente si au limita =zero.
Solutie. Dacd a=0, ©u un rationament similar celui din
solutia de la aplicatia 2, afirmatgia i) este wverificatd cu

a," (fa*+b?)®cos (narc tg%} . bB=lyfa*+b*)" gin (narc L‘g—':] :
Decarece |a,|s (ya®+b%)%, |b|s (ya®+b%)", a%+b*<1, rezultd cd

Forma ==

lim|a,|=1lim|b,|=0 gi deci lima,-limb,=D.
fi=em -

Daci a=0, cu un raticnament similar celui din solutia de la

aplicatia 1, afirmatia i) este verificatd cu
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a,=|b|"cosTE, b,=|b|?sin =

Condigia a?+b?<1 devine In acest caz |b|<1l, ceea ce conduce la

lima,=1limb, =0 .

- n—ia
Obgervatie. O altd demonstratie a afirmatiei ii) se gisegte in
E3].
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A GENERAL METHOD FOR THE COMPUTATION OF THE POWERS

OF A MATRIX AcM, (R)

Abstract. In this paper we pregsent a simple method for the

computation of A*® for any matrix AeM, (R} and nelN.
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