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1.PUTERI FACTORTALE

1.1. Definitie. Fie x,helk iar nel. .8 numegte putere
factoriald de exponent n gi pas h a lui x produsul notat prin

x!8l =i definit prin

o il =y iRy, . {x-(n-1)h).

1.2. Observatil.

34 Prin conventie x!'%-M=1

ii} Pentru h=0 avem x'™=%=x%  prin urmare notiunea de putere
factoriald o generalizeazd pe aceea de putere cbignuita.

iii) Pentru H=1 se utilizeazd notatia
[y aloedl ooprlal —qr(x-1) ... (x~n+1)

Dacd In (1.2) punem x=n, cbtinem nl@=n!, deci notiunea de
putere factoriali o generalizeazd pe aceea de factorial chignuit.
Puterile factoriale au proprietdti analeocage proprietdfilor
puterilor obignuite, dintre care vom prezenta citeva In cele ce

Urmesazd.
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1.3. Iemd. Pentru orice x,h,€R, m,n, €M are loc =sgalitatea

{1.3) a laedt Bl — g (28] {3 g R [m, &l )

Demongtratie. Conform definitiei puterii factoriale avem
xlEm Bl oy (x-h) ... (x-{n-1)0) (x-nh) ... {x-(n+m-1) 1)

=x =8 {g—nh) (x—(n+1)h) ... (x-nh-(m-1) k) =

=x 1B [l L&, f] )

1.4. Observatie. Relatia (1.3) permite extinderea puterilor
factoriale ale unui numdr real x la puteri cu exponent negativ.
Astfel, dacdi meM si n=-m tindnd seama de conventia ficutid la
1.2. i}, obtinem

[— 1
1.4 x-mB] - .
{ } {x+mh) (=4l

Alte detalii relative la proprietdgile puterilor factoriale
pot fi consultate in lucririle [1], [2], [4].

2 _DETERMINANTI VANDERMONDE

2.1. Definitie. Fie neN, nzz iar x.x.....X, heR. YVom
numi determinant Vandermonde generalizat de speta Intdia in sensul
puterii factoriale determinantul obtimut din determinantul
vandermonde obignuit de ordin n, prin inlocuirea puterilor

cbignuite cu puteri factoriale de exponent pozitiv ale elementelor

L . SRS

Vom nota prin Vipp (Xys ovo0xy) determinantul  Vandermonde
generalizat de gpeta intdia in sensul puterii factoriale:
11 ... 1
X X 02 X
(2.1) Vi g DX Ko e oo s 2g) il
x-,ln hl H:[”_l"h xﬂ.r.'l—l Al

2.2 Teoremd. Are loc egalitatea
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(2.2]) Viam (XpeXge oo n2y)= O (xy-x;)

127+ F4m .

Demonstratie. Vom demonstra (2.2) prin inducgie dupd n.
Fentru n=2 avem

_ 1 1
v[z..]z] I:-xlxi} =

L« |7HH= O (x;-x;)
L ]

1Lgidiss

deci egalitatea (2.2} are log pentru n=2.

Presupunem <

Vigg X eXe e ox )= I (x.-x,) i wvom demonstra ci are
LA 12] 2 1sisf<n J
egalitatea
TS, 6 G " SR s S (x,-x;) .
' l1aic isp+l
Aven
I

1 1 il 1 |
X, X . x .. |
(2. hl [2. 5] [2, k]
L X3 Hnel

Vigaa m (Ko rXgr v o0 s Xy} =

Ta=1. 0]

[r=1, k] [r:=1, FE]
X T X cos Hpy
[, Kl s, B] |
Xy Xy TR )

Notdm prin L,,L,,....L. . L liniile lui

Sl -5 R
Viner, m VB o Bgs o0 o o Kpe Xy ) i efectulim transformirile

L=x Lo Ly—{x <l Lye o oo e D=2, =(A=-1Y BV L.
Aplicdnd lema 1.3 obtinem

1 1 e 1
0 X, X, et X .. -X
Viner.n By e Xar o o0 r Xpa) = 0 a0 (=30 cen g (X mx)

[m [m-2,

0 = Rkl [_.1{'1—_:'{:_] vee Apyy # I:Hr:l-J._Ml:I

= (X, -%) ... (X

a+L "L U [ d2l

loc
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Conform ipotezel de inductie

Vimm (%30« - :Nh‘l]'ztiggtnliﬂxﬁ—aa} ;
Rezultd deci cid
Vipam (e X ooon Xy =020 0 (g -x) O (xg-xy) =

dsicfsn=1 -

= ]I [H.;—xi:l
1si<fcnst - d

adicd tocmal egalitatea ce trebuie demonstratd.
In continuare vom prezenta unele aplicatii ale teoremei 2.2

Aplicatia 1. [3] Dacd nelN*, n=2 jar x,x,...,x, R, are loc

egalitatea
1 1 "o 1
X, X ... X,
v = = IO (x;-x;).
n{xl xﬂ]mr.-- v oa o LR ] T oEow 1:1{153: o '1}
R il R
Solutie. Pentru h=0 avem Vi, ., (x.x,....x)=V(x.,.x,....X,)

il

g1 egalitatea enuntului are locd.
Aplicatia 2. [5] Dacd x,.x,.,....X,ER astfel Incdt X, -Xx,=8.

pentru {(¥) iell,2,...,7-1}, atunci are loc egalitatea

EEE-J.E
Vion (s e axd=h % (p-1) 1 {n-2)1...11L.
Solutie. Conform teoremei 2.2 avem

F[ﬂah] txl"‘TE' s S "xn:l =1:.'1I'E[jin l:x:'l -xi] =

=(x,—2x) (%, ,-x5) .. (g-2)lx-x) ... (%) ... (x-x)=

={n-1) I'=h®t-(n-2y 1 A7 2., 1] h=hizl+la2ls...dipg) 1 (p-2) | .. .1=

a{a-1L

=h 2 (p-1)t{n-2)1...11.

Aplicatia 3. Fie

n.p .0y, .-.,p,€EN" astfel Incdat nx2 gi

p,zn-1 pentru orice kel1,2,...,n. Daci A; desemneazd numirul

aranjamentelor de m elemente luate cite n, are loc egalitatea
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1 1 i 1
1 1
Az Ap ... Ap
= O (p;-p,;) .
- lzicizsnm p'{ B
APt ARt L. ApY

Solutie. Decarece A =P, determinantul din enunt este
Vig1) (Pys - Bpl,; conform tecremei 2.2 avem

Vin (P Pyr - s Bt = O py=p;).
Lsicjsa

2.3. Definitie. Fie neN*, nz2 iar x,.x;,,....X, heR ou

proprietatea ¢ x,;+ih#0 pentru orice iell,2,...,n-1}. Vom numi
determinant Vandermonde generalizat de speta a doua In sensul
puterii factoriale determinantul obtinut din determinantul
Vandermonde obignuit de ordinul n, prin inlocuirea puterilor
obignuite ©cu puterile factoriale de exponent negativ ale
elementelor e S Vom nota prin V., .(x5.x.....%,)
determinantul Vandermonde generalizat de speta a doua In sensul
puterii factoriale:

1 S 1
.:ﬁ_"ll:_l 1]

t213] V['ﬂ.lh] (Hl,...,xﬂ:l -

-{z-11; [-{a-1) 14
xl[ fa-1tihl X, im-1) 1]

2.4, Tecremd. Are loc egalitatea

& [-{n-1}.5]
(2.4) Vipn (X -.0%,)=Lx - O (xe-x4).
1=1 1z1€572n
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Demongtratie. Stabilim {2.4) prin inductie dup¥ n. Pentru

n=z , awvem
1 1 1 1
Vig.m (X 2) =] ram _poa,m|=|_1 1 |=
1 ] x,+h %thl
3 1 e M| [-1,B] _ [-1,A]
] = = =X X x —X ai
xX+h X+ (x,+h) (x+h) 2 a (X -x)
2
=]Ixi[ & lg-1}. Rl ]I_ _'[xi_-r;r],
i= 1£icf=3
deci {2.4) este adevdrat3 pentru n=2
o[- (n-1) B ,
S8 presupunem cd i"F‘-J'm‘:] [}:ZL" 3 ;-‘-:E} = x; 7 1 {x_i—:-:-,r]' 21 =d
; Ii=1 1zicfin -

demonstram ci

n+l
[=n. Rl
I'?[_:ﬂ+]_] nﬂ] ':H]_: }:2: O ;Hn-xn*l} =-[]i|.-ix|| Ca lj_[,:l}sﬂ_'_i {xl_xj':l
Avem
Vitmers.m (Xpe oo o Xpr X y) =

1 1 - 1
1 1 1

x,+h x,+h o X, +h
1 1l 1

(x,+nh) ... (x,+h) (x+mh)... (x+h) (x,.,+1h) ... (x,+§})

Notdm prin L,,L,, ..

efectudm transformirile L,-

L

L L |

liniile lui

_1

.Jtl'l'fILJ" L?I_

Vi imer .o (e Xae oo s X))
1 1
PRy R S eyt

In urma acestor transformiri cobtinem succesiv

Viotasay.m (Xye -

L ﬂl]}=



1 R 1
1 1 1 1

1

x&+h-_31+h

0 ——— T = —L—‘ 1 LT 1 ] 1 - 1 ]1
(% (1) e+ B0 X +1h 3, +nly Beyer + (n-1) B0, +B) \ %, +nh 3, +nib)

g M Xy ~Xney
(%, +h) G +H) (K, +h) (%,,,+h)

s ! e e

(x,+nh) (x,+h) - (3, +nh)  (x, +0h) (X, +8) - (X, +;nh)

3 (2 =20 oo o (X =X,,) v

Txoh) s (g enhy " tm ar X oo e e oy =
:xl_.-ﬁ} " nom :K:I._x _-_} nﬁx[-n,ﬁ] n {x - :|=
(x,+h) ... {(x +nh) -2 2eicjzmel T 7

- (xl!—mb] fﬁlxl[-n.m] [':x]._xi} L. ti"l']_—-‘fﬂq} I {xi xﬂ}:

adicd tocmail

=3 Asicicnel
o+l
=Hx].r-ﬂ'rﬁ‘| ]] {xi_xJ] P
i=1 1=i<Tapnel

egalitatea ¢e ne-am propus s-o demonstrim.

it

Conform principiului inductiei complere, egalitatea (2.4} are

lod oricare A

r fi neN*', n:z2

2.5. Obgervatie. Egalitatea (2.4) se poate cbfine direct, ca

gi consecintid

a teoremei 2.2, utilizdnd observatia 1.4.
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Invitd@m cititorul sd formuleze singur gi alte aplicatii ale
teoremei 2.4, dupd modelul aplicatiilor tecremei 2.2.
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FACTORIAL POWERS AND VANDERMOMDE DETEEMINANTS

Abgtract. In the section 1 we present the notion of factorial power
of a real number x and some properties of this notion.

In the secticn 2 we introduce the notiong of "generalized
Vandermonde determinant of type I rgeneralized Vandermonde
determinant of type II" with respect the factorial power . They are
denoted by

Viog (X, ... .x,) rTespectively Vi, nix.,....x,).

In the theorems 2.2 and 2.4, we establish formulas for the

computation of Vi, ,(x,....x) and V_,,(x.%,.....x,)
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