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Sunt cunoscute rezultatele continute In urmd3tocarsle doud

CLeoreme .

Teorema 1. [5] Dacd f:[a,.b]-R. egte integrabild pe [a.,b]

atunci fbf{x}dxaﬂ

Teorema 2. [1], [21, [6] Dacd [:la,b]-+B este integrabild pe

(2. 8] atuscd j""ftx} dx=f"f{a+b-x;dx,

Vom aplica aceste rezultate in scopul cbtinerii unei metode
unicare de rezolvare a unor inecuatii functionale de tipul celor
din [4], [7]. Cititorul interesat giseste alte aplicatii ale
metodei in excelenta lucrare [1].

Pentru inceput vom rezolva efectiv doud dintre problemele ce
au condus la elaborarea acestei note.

P1. [7., enunt modificat] "Si se determine functiile continue

£:[0,1] R care verificd inegalitatea

x o x i
f'“f[sinxlcasxdx?-—— h{“ f2lonsx) dx.
i 16 o
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Solutie. Conform teoremsi 2, integrala din membrul sting al
inegalitdtii se tranaformd succesiv In

.l .. =
fzf{ﬁ_inx“.lvzﬂ-ﬁxdx f Z f({gin{=-x)) cos (= -x) dx=f “ flcosx) sinxdx .
0 0 2 2 i)

Inegalitatea enuntului ge transcrie deci in forma echivalentd

m =
(1) %ﬁ;"f?icusx]cix—f*f[cnaxls.lnxdx-ﬂﬂ.
i} o

53 obheervam ci
= e =
2 oipd =_|' d f1- > s
J[: ginxrdsx 51 [1-cos2x) dx =

Tu aceastd cbgervatie (1) dewvine

(2} f_z{f{cc:sx:l—isinxﬂdx-:ﬂ ,

o 2
Tindnd cont c3 {f{cc&sx}—;;s:‘nx]“:*n, () xE lu,%] i aplicdnd
tecrema 1, din (2} deducem ci ficosx) =-% ginx, (YY) xel[0, %J :

Prin urmare fm:Tl; 1-£2, (V) te[0,1].

P2. [4] "Dacd p>0, g8 se determine functiile continue
f:[o0,pl B care verificd relatia
[1]

n =2
EPL ? fipsinx) cmsxdx?ﬁj Pt proax) dx+%P! :

Solutie. Urmidnd un procedeu =imilar celui din rezglvarea
problemei P1, inegalitatea enuntului se scrie in forma echivalentad

it

(3] J’T (fipoosx)-psinx) <0

a
Din (3) (teorema 1) se obtine [f{pcosx)=psinx {H’Jxefﬂ,%], iar
de aici Flt)=p-£2, (W) telo,p].

Stabilim acum un rezultat general care permite rezolvarea
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unitard a inecuatiilor functionale de tipul celor int&lnite in
problemele Pl gi pz.

Lemd. Fie a,b,c,deR agtfel incdt ac<h, c<d iar a,pekR*.
Dacd

i) g.h:la, bl = [c,d] sunt continue §i neidentic nule pe [a, k]

ii) gla+b-x) =hi{x), (¥) xela,b]

Begila,bl) =ip-gix) |xela, b]lc [, d1}

iii) :
B-iila,bl) =(p-hix) |xela, b]lc [, d1].
atunci unicele funerii feClc, d) care satisfac inecuatis
funetionald
(4) 2af 2B g0x)1hx) dxz [ £ (80 ) v "g7 () cix

sunt solufiile ecuatiei functionale
(5] FlBalx)] ~m-gi(x), (¥)=xela,h].

Demonstratie. Vom arita cd multimea solutiilor fel[c,dl a
lui (4) coincide cu multimea solutiilor lui (5).

Fie fecCle,dl o solutie a lui (4) . Teorema 2 gi ipote=za ii)
cenduc la exprimarea membrului stang al lui {(4) in forma

::uf”fiﬁg{x} )b (x) rixch:f "F(Bgla+th-x) ) h{a+b-x) dx-

1 5]
nzuf FIph(x)]glx) dx.
4
Dupd aceastd transformare, (4) se scrie in forma echivalents

(5} f:ifliﬁh{xl}—ugl:x},'lzdxgﬂ_

Din (6), prin intermediul teoremei 1,rezulti ci FIp(h{x))] =a-gix)
(V) xe [a,b], deci f este solutie a lui (5).

Fie acum fec[c,dl o solutie a lui (5). Membrul sting al lui
(4} are atunci exprimarea

E’ﬁf bf{ﬂ-‘gix] VR t:l'.;l:=2ufffllﬂg{.u s+h-xi Y hia+b-x) dx=
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b s
=zu:f F{p-hi(x) :g{x:dﬁzu"fﬂg* (x) dx.
F L]
Membrul drept al lui (4) admite reprezentarea
f&f“{ﬂ-}:[x] demif""gi () mzuifbgifx}:ir :
Prin urmare orice golutie feCle,d]l a lui (5) satisface (4) cu
egalitate, Cu aceasta lema este complet demomstratd.

53 observam cd particularizand in lemd a--ﬂ,b-%,cﬂ.dﬂ,

*E [ﬂ'-%l -[0,1], gix)=cosx, h: 1D;,—T:_' -[0,1], hix)=ginx, p=1,a -;;,

regisim problema PL.

Dacd in lemd particularizim a=u.b=%, o=0,d=1,g: [0, ,—L':J - [D,1]

glx)=cosx, h: [D,=;1-'[El,1], hix)=sinx,a=p=p,

regisim problema P2.
Particularizdnd <onvenabil parametrii ¢e intervin In lemi ze
poate obtine o colectie de inecuatii functiomale de tipul (4).
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