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ASUPRA UNOR PROELEME PRIVIND DETERMINARERL TMAGINIT UNELI FUNCTII

Vasile BERINDE

in aceasti notd vom grupa citeva probleme avind o tridsdturd
comuni: enuntul lor pretinde, direct sau indirect, determinarea
imaginii unei anumite functii reale f:A-R, AcR

@Ssim astfel de probleme in manualele gcolare, in culegerile
de probleme gi revistele de matematicd, unele dintre ele
constituind subiecte date la olimpiadele gooclare [1), [2], [3].02].

Eeamintim ci dacd f: A—-F este o functie datd, atunci imaginea

functiei £, notati de obicei Imf, este prin definitie ([2])
miltimesa
£{E) =\f{x) /x€Bi=\yeF/IAxeE, y=£ix)}.
Aosastd notiune intervine, spre exemplu, in caracterizarea

functiilor surjective: f:E-F este surjectivd dacd gi numai dacd
F=Im .

p . - X2:-4x+5
Problema 1. Determinati Tm £ pentru I:R-K, fix)=— g :
x*-AX+Z

i[2}, Problema 20, 4d) pag. 95)
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Solutie. Fie eefmf un element carecare. Rezultd, pe baza

definitiei imaginii, c8 existd xcR, a.iI. Ffix)=a, adicd

o -
IxeR, a.f. X -4x+s o
X¥E-2x+Z

ceea ce este echivalent cu faptul cd existd xeR, a.i.

{1 alx*+2(e-2)x+5-2a=0. (1)
Rezultatul anterior exprimd tocmal faptul cd ecuatia (1) are
radicini reale, ceea ce este echivalent cu faptul cd discriminantul

giu, A, este mai mare sau egal cu Zero,
4 leg-2)3-4{1-a}{5-2&) =0 (2]
adicd

g -3a+lsD,

. s - . 3 = + B
inecuatie a cdrei solutie este uE[ E'J. 3::51

: 3-45 3+,5
Rezumind, rezultd ci, pentru orice &€Im £, avem &€ 5 2

ceea ce esgte acelasi lucru cu a gpune <id

: {3)

[ =
Im-f;|.3;f§,'?;fJ

83 dovedim ¢8 are loc si incluziunea inversi.

Intr-adevir, dacd «€ ngﬁi.izfi . atunci are loc inegalicatea (2)

gi deci ecuatia {1) admite r&ddcini reale.

noest lucru este echivalent cu faptul cf existd xeR  astfel incat

XE-Ax+5

= : =
Xe-2x13

adicd cu faprul <8 exigtd xcR, a.I. f(x) =a, ceea ce aratd ca

eEIm £,
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Aceasta demonstreazd ca {H'EJS. 32;51 c Im £, adici

Im =

| _1||'IIE.I .-'!l"'l.."E
. & 3 1

Obgervatie. Am insistat asupra Tuturor deraliilor in rezolvarea

(4}

problemei 1 - degl este © problemd obignuitd - numai din
congiderente metodolagice. Cel mai mulgl elevi (gi unii profesori!}
rezolvi incomplet aceastd problemd, congiderind solutia Incheiatd
stunci cénd au demonstrat incluziunea (3), dar nu gi egalitatea de
multimi (4)! Iatd o problemd care insd cere explicit demongtrarea
egalitidtii de tipul (4}.

Problema 2. 33 se arate ca

{aeE;’a-%’-::—l,xER}'{—w, 31U, ).

([2], Problema 14, pag. 28)
Solutie. Reformulat, enuntul acestei probleme cers determinarea

imaginii funcgied F: RA\I-11-R,

care se rezolvd prin acelagi procedeu ca la problema 1).

Lisim tot pe seama cititorului abordarsa problemai 33, pag 7
din [2], al cdrel enunt adaptat este dat de
problema 3. Fie meR. Considerdm multimea

xE +Ji'*-m']_

A_=laeR/JxeR astfel fncit a= —
L]

&% ge arate cf: a) A,=E\-1L; b} A,=R, ¥ m<a.

problema 4. Fie [:R-[a,bl, £(x)=—"""—.a,beQ, meL.
x“+x+1

Se per a,b,m astfel incdt f sd fie purjectivi.
i0limpiada de matematicd, faza nationald, 19383}
Solugie. Functia [ este surjectivd daci gi numai dacd Im f [a,b] .

Fie we Tm £, Rezultd ci existd xR a.il.
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i
2 x4l
adici
axi+(m-1llx+a-m=0, (5]

cesa ce Inseamnd de fapt c¢d ecuatia de gradul II (5) are rddicini
reale.
Aceasta se realizeazd pentru acele wvalori ale luil a, pentru

care

(a-1)1%-dg{a-m =0,
adici

-3e*+2(m-1)6+1=z0, (6]
Sclutia inecuatiei de gradul II (&) este intervalul

1—m-2JEJl—m+2fE' A=ig=1)?4q,
5 2

si se poate ardta, ca la problema 1, cd Im f coincide cu
intervalul iInchis de mai sus. Pentru ¢a extremitdgile acestui
interval s# fie rationale este necesar sd avem

VA EQ,
reea ce inseamnd [(datoritd conditiei meZ) ¢& existi
keM, a.i. A=k, adicd astfel incat

{m-1)2+3=k® = k?-{m-1}2=23.
Din descompunerea in factori
(k-m+1) (k+m-1) =3

gi faptul ci numerele k gi m sunt Intregi, rezultd doar doud
posibilitati

k-m+1=3 kE-m+1=1
l { E+m-1=13,

celelalte doud cazuri fiind excluse de pozitivitatea lui k.
Singqura solutie, care se cbtine din sistemul a), este

k=2, m=0,
astfel ci
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a lfb:
2

|

; ; 3 g 3 i ; , :
gi tripletul ( ; ,7;,Dl constituie unica solutie a problemel.

Lis3m ca exercitiu pentru cititor rezolvarea urmitoarei
probleme.
Problema 5. Fie a,b,c»0 si b*-4c>0. Determinati

X

Im f pentru :R-R, flx)=——"—0.
axt+hx+c

Problema &. Determinati valorile posibile ale expresiel

JxZT+x+1—/x"-x+1, pentru xcR.

{0limpiada de matematicd, faza finald, 1%78, §5.Riadulescu)
Solutie. Desi solutia dati in continuare nu diferd esengial de c¢ea
datd in [1] si [4], o prezentdm totusi in continuare, =a fiind
reagamblatd in spiritul metodei unitare de tratare a acestul tip de
probleme, aga cum a fost aceastd metodd ilustratd prin exemplele de
mal HUus.

Problema este echivalentid cu a determina Im £ pentru functia
F

FTE-R, fix) 1,.-".1-:“ Fx+1—yfxi-x+1.
Este ugor de vHzut <cid fix] are sens pentru orice x€R, ca
£{0) =0 = x=0 gi cd f{-x] F{x), adici functia I este impard. Este
suficient s34 tratd3m doar restrictia 1lui £ la 1matervalul
{0,w), restrictie pe care o vom nota cu f.
Fie w€Im f,. RezultX cid existd x€(0,=) astfel Incat

flf}f} =E||

adicid astfel Incarc

VEE+x+1 X -x+1l=0. (7)

Decarece pentru x>0 avem X +x+1>x%-x+1 = VEZ+x+1>y/x* -x+1, putem
ridica la pitrat egalitatea (7}, obtinfnd relatia echivalentd

E[x"+l,'lg—$‘:-.-'rlfx“+l_}3—x3=u3.



o4

Not@m x*+1=¢t, agadar te€{l,«), s5i relatia antericard se scrie

2E-gf=2ti-t+1,

care prin ridicare la pitrat {(cu condigia suplimentard Zt-e‘z0)
ne d4da

4 (1-o?)t=4-at,

de unde obtinem ( &>0 din consideratiile antericare gl &« nu poate

Ei 1) g Goed ..
dle*-1)

Dar £»1, 5i atunci a« este golufia inecuatiei

at-4 al-40?
4({a?-1) 4{e-1)

adicd ee{0,1) U (2,+=). Din faptul cd £>1 gi 2¢-a‘20, deducem

E<c2, deci ae(d,l).

Reciproc, pentru orice ®€(0,1), relatia {(7) are loc. Aceasta arati
od
Iim £,=(0,1}.

Rezultd acum ugor ca ™m r=(-1,1).

Problema 7. Fie acR, zz2. Determinati Im f pentru

£R-R, £ilx) =X 2
1,-'.:{5 + 1

Solutie. Fie seIm f. Rezultd ci existd xR astfel incat

g Xt (8)

xé+1

Notand ﬁxzuq £ rezulcd tz1 i atunci afirmatia de mali sus este

echivalentd cu faptul cd existd L€ [0,=] pentru care

adica ecuatia
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ti-gt+a-1=0 (9)
are sgolutii reale (cel putin una dintre ele fiind situatd in

intervalwl [1,e=} }.

Prin wurmare discriminantul acestei ecuatii A=a®-4(a-1) este
pozitiv, ceea ce se realizeazd pentru

aE(-=,-2/3-11U[z2/a-7T,=).
Din relatia (8) rezultd «>0, agtfel c3d obfinem solutia

[EE[EIr'a' 1_rm:||l
care aratd ca

Im f= [2ya-1,=). (10)
Reciproc, fie ae[2y/a-1,=). Atunci A=a°-4a+4>0, deci ecuatia (3]

are radicini reale. In conditiile date asupra lui a gi ®, acuatia
(9] pu poate avea ambele r3dicini mai mici decdt 1, cici In acest
caz, parabola asociatd functiel de gradul II

gltl =ti-mtra-1
ar avea abscisa varfului mai micd3 strict decdt 1, ceea ce ar

conduce la concluzia of x,=S=/3-1<1, in contradictie cu faptul

&

ci, din a=2, avem intotdeauna Ja-1lz1.

Prin urmare existd tz1, pentru care are loc (9), ceea ce inseamnd
0¥ existd xeR (dat prin t-yx’+1 } pentru care (8) este adevidratd,
Aceasta demonstreazd ci l[gva-1,=}=Tm [, deci

Im F=[2/a-1,=).
¢hservatii. 1} Pentru a=2, problema 7 este tocmai prima problemd
datd la Olimpiada de matematic3, faza finmald, 1976 {autor 5t .EKadar)
2) Solutia dat3d in [4] problemei de la punctul 1)
poate £fi extingd gi la cazul general al problemei 7. Putem scrie

T 2 _ e
Frau Xt XA R AL oy e Bt
bl X +1 yx<+1
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gi folosind inegalitatea

TRtk B W g

1

2
(o {22 )=

si care este valabila pentru orice u»0 gi orice az2, deducem ca

echivalentd cu

Flx)z2Ja-1 YxeR,
care demonstreazd tocmal incluziunea {10). Pentru a demonstra
incluziunea inversd este suficient 23 ar8tim ci ecuatia (8} are

rEd%cini reale, pentru orice xe[2/3-1,=), ceea ce am demonstrat

anterior, prin intermediul substitutiei E=yxT+1.
Recomanddm cititorului ca, dupd insugirea metodei de lucru expusi
mai inainte, &4 abordeze gi urmdtocarele probleme propuse.

Problema 8. Determinati Im I pentru f:R-R,

3 _
Flw) - taXEd  Psad),

fxz 2E+2

Problema 9. Determinati imaginea functiei f:R-R,

Fix) =yx2+3 - yx=2-2x+7,

Problema 10. Acesagi cerintd pentru fR-R,

Flx) =x—yxF-x+1.
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ON SOME PROBLEMS COMCERNING THE DETERMINATION OF
THE IMAGCE OF A SET BY A FUNCTION

Abstract. The main goal of this paper is ko illustrate an unitary
method for sclving a class of problems reguiring the determination
of the image of a given set by a real function.

A rypical example is given by a contest problem {the final
round of the Romanian Mathematical Olimpiad, 1%293)

Problem 4. Let f:R-[a,b], flx)=—2_ a.beg, mel.

-

X+

Find a,b,m such that £ is surjective.

Universirarea din Baia Mare
8tr. Victoriei nr. 76, 4800 Bala Mare
ROMANIA



