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UNERLE CARACTERIZARI ALE NUMERELOR PRIME
. L3crimioara IANCU

.De-a lungul anilor, iIn Gazeta Matematicé au fost publicate
multe si frumoase probleme legate de numerele prime precum si
caracterizdri ale acestora.

In continuare vom prezenta citeva dintre aceste rezultate si
probleme, adresénd totodatd cititorilor invitatia de a descoperi in
colectia Gazetei Matematice si altele, poate mai incitante decét
acestea.

in Gazeta Matematici nr.2/1981, Florentin Smarandache, 1Iin
articolul "Criterii ca un num3r natural s3 fie prim" enunt3d si
demonstreazd urmdtoarele: ‘

Cl) Fie p€N, p>3. p este prim < (p-3)! E—PE—]‘(mod D)

C2) Fie meN, m>4. m nu este prim < (m-1) ! =0 (mod m)

P,
C3) Fie p€N, p>4. p este prim < (p—4)!5(—1)[3] l'[pgl} {mod p)

2_
C4) Fie peN, p>5. p este prim < (p-5) l=rh+ r241 (mod p), unde
h:li iar r=p-24h
24
C5) Fie p=(k-1)'hxl cu k>2, keN". p este prim =
k*[ﬁ]u
< (p-k)t=(-1) 21" - h (mod p)
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in Gazeta Matematicid 7/1984 gisim urmdtoarea problemiX.
C6) Fie neN, n22. n este prim <¢{(n),n,o(n) sunt in progresie
aritmeticd
(0:412, Ciprian Neacsu)
In Gazeta Matematici 8-9/1990, Aurel Sabo in articolul "Asupra

celui mai mare divizor comun a dou¥ numere naturale" enuntd si
demonstreazd cd

'('J
R

p-1 ; PRI
C7) Un numir natural p=23 este prim = [_;_}___p_l_)_él_(p_zl
=2

i

|
[N}

in Gazeta Matematicd 12/1993 apare urmitorul enunt:
c8) Fie M={neN*|x%=x, Vx€Z} si P multimea numerelor prime
pozitive.Atunci

a.) PcM gi M\P+eo

b.)Daci neM avem: n€P=3(x,, X, ..., X,) €Z2 xZ} astfel incét
-y A A
1 -2 =1
A A Xl n
12 (n-2)?  (n-1)2 1,19 ’
A % 0
12 ... (n-2)21 (p-1)7?

(C:1477,Bogdan Georgescu)
In Gazeta Matematici 11/1982 gisim urmitorul enunt apartinind
lui Marcel Tena:

C9) Un numdr natural n22 este o putere a unui numdr prim <n s

M

divide cu n-¢(n).

Implicatia directd se demonsreazd imediat, tindnd seama de faptul cz
¢ (p*) =p*(p-1).

Invers,dacd presupunem ci n se divide cu n-¢(n) =3teN, t22a.1.

n=t(n-¢(n)), "adicd te(n)=(t-1)n, (1
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Fie n=;{‘p§’...p:', unde p,<p,<...<p, sunt numere prime,iar «;€N’.

Presupunem cd avem k22 s$i inlocuim iIn relatia (1) obtinem

relatia

ta D5 (py-1) L (D) = (e-1) PPyt . Dt (2)
de unde rezult3 c3# t(pl—l)(;5—1)...(pk—1)=(t—l)pf‘p;z...p;*. Deci
Dy divide cel putin unul din numerele ¢,p,-1,p,-1,...D,~1, prin
urmare Dy divide pe t (intrﬁcét D1<D,<...<Dy) . Deci
JueN® a. 1. t=up, . (3)

t - P, . P, Dy
t-1 p,-1 py-1 Pl

Relatia (2) se poate scrie si astfel:

.

adica

k
i ke 1 - 1+ g 1+ ] .o o] TF & >|1+ - 21+ S
t-1 p-1 Dp,-1 D1 Dy-1 Dp-1

Deci —JL—>——£—W adicd p,-1>kt-k, de unde, pe baza lui (3),

-1 pp-1

A

‘sgpzultd cd

k-1

g ke contradictie.in concluzie k nu

k-1>p,(ku-1) adicd pg<

poate fi mai mare decdt 2, adicd avem k=1;n=p°%.

$i acum,cdteva probleme legate de numere prime:

P1) Fie n un numdr intreg pozitiv, n>1

a) dacd 27+n? este un numd3r prim, atunci n=3 (mods)
b) sd se cerceteze reciproca.
(0:306,Gazeta Matematicd 5/1982)
Solutie.

a) dacd 27+n? este prim,atunci n este impar prin urmare
n=1l,3 sau 5 (mod 6). Dacid n=1 (mod 6) atunci n?=1(mod 6) si

27=2 (mod 6), deci 27+n?=3(mod 6), adicd 3|2”+n?, contradictie

. ._
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intrucdt 27+n? este prim si strict mai mare decat 3.

Dacd n=5(mod 6) atunci n?=1(mod 6) si 27=2(mod 6); din nou
27+n?=3 (mod 6) ,contradictie.

Singurul caz posibil rdmédne n=3 (mod 6).

b) reciproca nu este adevdratd.De exemplu pentru n=93 numdrul
2°3+932 este multiplu de 11. Intr-adevir, pe baza teoremei lui
Fermat,avem cd 2!°=1(mod 11) si deci: 2°3+932=23+52=0 (mod 11).

39 _
P2) S3 se demonstreze cd numidrul N=—‘—':’2—i este natural dar nu

este prim,

(Mihai Giurcan,0:722,Gazeta Matematicd 7-8/1993)
Solutie. 23 =2 (mod 3) =5:23°-1=0 (mod 3) =N€eN.
In plus 22=1 (mod 13) prin urmare 23°=8 (mod 13), deci
5-23-1=0 (mod 13), deci N este multiplu de 13.

P3) S& se determine pitratele perfecte de forma 4P+g? unde p/g
sunt prime. ® S

(N.Papacu, 0:325,Gazeta Matematicd 8/1982)
Solutie. Dacd @=2 si 4P+4 este pdtrat perfect =4(4P1+1) este
pitrat perfect =4P1+1 este pdtrat perfect -imposibil.
Dacd p=2 gi 16+g? este pdtrat perfect avem det;i cd 3FJaeN
astfel incidt 16+g?=a2, adicd 16=a?-qg? = (a-q) (a+qQ)=16. Pot avea
loc urmdtoarele situatii: a-g=1, a+g=16 imposibil;

a-g=2, a+g=8=a=5, g=3; a-g=4, a+qg=4 'imposibil. Deci p=2,g=3
este o solutie a problemei.

Dacd p>2,g>2 $i 4P+g? este pdtrat perfect = 3aeN astfel incéag

4P+ g%=a2?, adici 22P=(a-qg) (a+q). Rezultd cid a-g=2%a+g=2F, cu



P

l<a<P si «+P=2p. Rezultd ci g=2P1-21 care este numir par
intotdeauna cu exceptia situatiei «=1.

Daci a=1 avem a-g=2,a+g=22P1=g=4P1-1 care este multiplu de 3.
Deci singura solutie a problemei este p=2,qg=3.

P4) S3i se arate ci pentru VneN,n»>2, numdrul 47°+337°! este un

numdr compus.
(L.Panaitopol, C.449,Gazeta Matematicd 11/1984)

Solutie. Dacd n este impar, n=2k+1 atunci 47°+332°°1 este
multiplu de 5;iIntr-adevdr

44k?+aksl 334k ak = (-1) ak?+ak+l (-2) 4kP+dkz _q 416k k=_14+1=0Q (mod 5)

Daci n este par, n=2k atunci numdrul 47°+337"1  este
multiplu de 17; intr-adevar

44k 433471 5 (1) 2k 414K 12 (~1) 2K74 (1) 2K"1=1-1=0 (mod 17)

P5) Fie p un numdr prim impar s$i g, %, ...,gp,; numere prime

\

astfel incat qgft+2q¢ft+3gft+...+(p-1)g5] este prim.Ardtati ci

cel putin unul dintre numerele q;,q,.. ...Q,, este egal cu p.

(Florin Rotaru, C:1446,Gazeta Matematicd 10/1993)
[ R
Solutie. Dacd pélg.q,, ..., g} atunci g¥*=1(mod p) pentru

fiecare 1€{1,...,p-1}. Prin urmare numirul

N=gf+2af™+. .. +(p-1) @b =1+2+. ..+ (p-1) =__p(p2—l) (mod p) .

Dar ﬂ%——l—)ao(modp). Deci p|N si prin urmare N nu este

prim, contradictie.

P6) Fie p un numdr prim.S3 se arate cd o conditie necesard si
suficientd ca ecuatia Iin n:¢(n)=2p s3 admitd solutie este ca

2p+1 sd fie prim.
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(Ciprian Neacsu,0:390,Gazeta Matematicd 12/1983)
Solutie. Fie n=p1a‘p2¢2. ..DF cu D;<D,<...<p, numere prime
a;21,a;€N, i=1 k.

a;-1_a,-1

Atunci e@(n)=p," p,° .. .p:*_l (p;-1) (p,-1) ... (D-1) ; acest produs are
cel putin k-1 factori numere naturale mai mari strict decdt 1.
Prin urmare ecuatia @ (n)=2p are solutie doar dacd k<3.

Dacid n=p;py’py’, atunci @ (n)=pi ps¥ps T (p,-1) (py-1) (py-1),

daca p;"1=p, atunci (p—_l) trebuie s3 apard ca un factor in
¢ (n) =»p-1=1 sau p-1=2. Dacd p-1=1=p,-1>1, p;-1>1 contradictie;
dacd p-1=2=p,-1>2 din nou contradictie (avem ¢ (n)>2p )
Mai rdméne varianta p;-l1=p=p;=p+1l, adicd p+l este prim;prinurmare
p=2 si deci: p;-1=1 si p,-1=1 contradictie(am presupus p,<p,<p; )
Prin urmare ecuatia ¢ (n)=2p are solutie dacd si numai dacd k<2.
’ A a, _a, . a1 ay-1 =

Dacd n=p, 'p,” atunci e¢(n)=p;’ p,” .(p,-1) (p,-1) . Avem urmdtoarele
posibilitdgi:
pr =1, p;’_1=1, p,-1=2,p,-1=p imposibil

-1 ay,-1 . .
p," =1, p,* =p, p,-1=2, p,-1=1=p-1 =p,=3, p,=2 contradictie

a,-1 ay-1
p, =1, p,° =p,p,-1=1, p,-1=2=p-1 =p,=2, p,=3, p=3
in aceastd situatie a,=1 «,=2

n=2-32=18 gi intr-adevdr 2p+l1 este numdr prim;

@, -1 a-1

D1 =p., DP, =1, pl—]_:]_:p—]_, p2—1=2 =p1=p=2, p2=31¢1=2, a2=1

in aceastd situatie n=22-3=12 i intr-adevdr 2p+1 este numir
prim
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a,-1

p =1, p;* =1, py-1=1, p,-1=2p=a,=1, €,=1, p;=2, P,=2p+1

dacd 2p+l1 este numdr prim atunci si numdrul n=2(2p+1) este
solutie a ecuatiei considerate.

Mai rdmdne de studiat situatia in care n este putere a unui numdr
. ay . a, -1 ay-1
prim: n=p,’; atunci e¢(n)=P' (p,-1);¢(n)=2p=p," =2, p,-1=p sau

p]‘.!l-1=p/ p1'1=2 sau plal_1=1l p,-1=2p,

Deci ¢(n)=2p I p,=2, «;=2, p=1 imﬁosibil
sau

II p,=p, «,=2, p,=3, deci n=9, p=3 (si in aceastd

situatie 2p+l este numdr prim)
sau
III «,=1, p;=2p+l deci n=2p+l dacd 2p+l este prim
In concluzie ecuatia ¢(n)=2p are solutie dacd si numai dacid

|
2p+l este prim. L

In continuare propunem cititorului spre rezolvare urmitoarele
probleme reinnoind invitatia de a descoperi si altele in colectia
Gazetei Matematice:

P7) 101 este numdr prim.Existd si alte numere de forma

10101...101 care s3a fie prime?
(Gazeta Matematicd 1/1990)

P8) Sd se determine numerele naturale n pentru care [nlgp,]l=n
unde p, este al n-lea numdr prim iar [a] este partea iIntreagd
a numdrului a.

(Ionel Tudor,22027,Gazeta Matematicd 2/1990)

P9) S& se determine numdrul prim p si numerele naturale X, y.n

astfel incdt (2p+1) (x2+y ") =(p+1l) (x™1+ynl)
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(Daniel Lesnic,0:615,Gazeta Matematicd 3/1990)
in incheiere si remarcim ci, in general, caracterizdrile
numerelor prime enuntate anterior sunt destul de rar operante in
problemele uzuale, acestea rezolvandu-se mai degrabd cu ajutorul
definitiei numerelor prime sau cu ajutorul teoremelor lui Fermat si
Euler.

~
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