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UNELE CARACTERlzARI ALE NUMERELOR PRIME

Lacrimioara IANCU

.De-a lungul anilor, in Gazeta Matematiea au fost publieate
multe si. frumoase probleme legate de numerele prime preeum si,
earaeterizari ale aeestora.

in eontinuare vom prezenta eateva dintre aeeste rezultate li'i
probleme, adresand totodata eititorilor invita~ia de a deseoperi in
eolee~ia Gazetei Matematiee li'ialtele, poate mai ineitante deeat
aeestea.

in Gazeta Matematiea nr.2/1981, Florentin Smarandaehe, in
artieolul "Criterii ea un numa r natural sa fie prim" eriunt a s i.
demonstreaza urmatoarele:

ca) Fie pEN, p~3. p-1peste prim - (p-3) != -2- (mod p)

e2) Fie mEN, m> 4. m nu este prim - (m-1) !=0 (mod m)

e3) FiepEN,p>4. peste prim - (p-4) !=(_l)[1']+l.[P;lj{modp)

e4) Fie pEN, p~5. r2-1peste prim - (p-5) !=rh+~ (mod p), unde

h=[ ~ liar r=p-24h

C5) Fie p=(k-1) !h±l eu k>2,kEN·. peste prim ~

k+ [.E ]"
- (p-k)! -= (-1) h • h (mod p)

/
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in Gazeta Matematica 7/1984 gasim urmatoarea problema.

C6) Fie nEN, n az , n este prim -<p(n),n,o(n) sunt inprogresie
aritmetica

(0:412, Ciprian Neac9u)
in Gazeta Matematica 8-9/1990, Aurel Sabo in articolul "Asupra

celui mai mare divizor comun ~ doua numere naturale" enunt a si
demonstreaza ca

C7) Un numar natural p~3 este prim _ ~ ~ [~p'j]=. (p-l)2(p-2)
i.2 j.2 4

in Gazeta Matematica 12/1993 apare urmatorul enunt;::
C8) Fie mult;:imea numerelor prime
pozitive.Atunci

a , ) peM s i M\P'l-0
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(C:1477,Bogdan Georgescu)
in Gazeta Matematica 11/1982 gasim urmatorul enunt;:apart;:inand

lui Marcel rena:
C9) Un numa r natural n~2 este 0 putere a unui numar- prim -n se

divide cu n-<p (n) .

Implicat;:iadirecta se demonsreaza imediat,t;:inandseama de faptul ca
q> (pk) =pk-l (p-l).

Invers,daca presupunem ca n se divide cu n-<p(n) -3tEN, t~2a -,i.

n=t(n-<p(n», . adica t<p(n) =(t-l)n. ( 1)
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Fie n = P;' p;' ... p;-, unde Pi < P2 < ... < Pk sunt numere prime, iar a i EN' .

Presupunem ell.avem k,,2

relat;:ia
s i, inloeuim in relat;:ia (1): obt;:inem

(2)

Deei

Pk divide eel put;:inunul din numerele t,p,-l,P2-1, .. 'Pk-1, pri n

urmare divide pe t (intrueat Deei

3UEN' a. i. t=UPk' (3)

Relat;:ia (2) se poate serie si. astfel: .s:=--.!l.~
t-1 p,-1 p2-1

adiea

1+_1 =(1+_1 ) (1+_1 )... (1+_1 »(1+_1 )k "l+_k .
t-1 Pi -1 P2-1 Pk-1 Pk-1 Pk-1

Deei _1_ > .E: adi ca Pk-1>kt-k, de unde, pe baza lui (3),
t-1 Pk-1'

~zulta ell.

k-1>Pk(ku-1) adica P < k-l ~1
k kU-1 '

contradiet;:ie.ln coneluzie k nu

poate fi mai mare deeat 2, adiea avem k=l;n=pd•

$i acum,eateva probleme legate de numere prime:
PI) Fie n un numar intreg pozitiv, n>1 .

a) daea 2n+n2 este un numil.rprim, atunci n=3 (mod6)
b) sa se eereeteze reciproea.

(0:306, Gazeta Matematica 5/1982)
Solut;:ie.

a) daea 2n+n2 este prim,atunci n este impar prin urmare

n=1,3 sau 5 (mod 6). Daea n=l (mod 6) atunci n2 = 1 (mod 6)

2n=2 (mod 6), deei 2n+n2=3 (mod 6), ad i ca 312n+n2, contradiet;:ie
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intrucat 2n+n2 este prim $i strict mai mare decat 3.

paca n =5 (mod6) atunci n2 =1 (mod6) s i 2n=2 (mod6); din nou

2n+n2=3 (mod6) ,contradict;:ie.

Singurul caz posibil ramane n =3 (mod6) .

b) reciproca nu este adevar at a .De exemplu pentru n=93 numaru I

293+932 este multiplu de 11. Intr-adevar, pe baza teoremei lui

Fermat,avem ca 21°=1 (mod11) s i. deci: 293+932=23+52=0 (mod11).

P2) Sa se demonstreze ca numarul N= 5.239-1
3

este natural dar nu

este prim.
(Mihai Giurcan,O:722,Gazeta Matematica 7-8/1993)

Solut;:ie. 239=2(mod3) -5.239-1=0 (mod3) -NEN.

In plus 212=1 (mod 13) prin urmare 239=8 (mod 13) , deci

5.239-1 =0 (mod13), deci Neste multiplu de l3.

P3) Sa se determine patratele perfecte de forma 4P+q2, unde p/q

sunt prime. •
(N.Papacu, O:325,Gazeta Matematica 8/1982)

Solut;:ie.Daca q=2 s i, 4P+4 este pat.r at; perfect =4 (4P-1+1) este

pat rat; perfect - 4P-1 +1 este pat rat; perfect - imposibil.

Daca p=2 s i. 16+q2 este pat rat, perfect avem deci ca 3a EN

astfel incat 16+q2 =a2, adi ca 16=a2_q2 - (a-q) (a+q) =16. Pot avea

loc urmatoarele situat;:ii: a-q=l, a+q=16 imposibil;

a-q=2, a+q=8-a=5, q=3; a-q=4, a+q=4 . imposibil. Deci p=2, q=3

este 0 sOlut;:ie a problemei.

paca p> 2, q> 2 s i. 4P +q2 este pat.rat perfect ..•3a EN astfel inca~
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l,;a,;p s i, a+p=2p. RezuLta ca q=2~-1_2·-1 care este numar par

intotdeauna cu excep~ia situa~iei a=l.

Daca a =1 avem e=q»:«, a +q=22P-l_q=4P-l_l care este multiplu de 3.

Deci singura solu~ie a problemei este p=2,q=3.

P4) Sa se arate ca pentru VnEN, n~2, numaru l 4n'+33n'-1 este un
numar compus.

(L. Panaitopol, C.449, Gaz-et.a Ma-E€matica11/1984)

Solut;..ie. Daea n este impar, n=2k+l atunei 4n'+33n'-1 este
multiplu de 5;intr-adevar

44k'+4k+l +334k'+4k;:: (-1) 4k'+4k+l +(-2) 4k'+4k = -1 +16k'+k = -1 +1=0 (mod 5)

Daea n este par, n=2k

multiplu de 17; intr-adevar

44k' +334k'-1= (-1) 2k' +164k'-1=(-1) 2k' +(-1) 2k'-1;::1_1 =0 (mod 17)

atunei numa ru L este

P5) Fie p un numar prim impar s i, %, q2' ... ,qp-l numere prime

astfel ineat qf-l+2q~:>-1+3qf-l+ ... +(p_l)qg~; este pr tm.Ar at at I ea

eel put i.n unul dintre numerele q" %, ... , qp-l este egal eu p.

(Florin Rotaru, C:1446,Gazeta Matematiea 10/1993).'- ..

Solut;.ie. Daca Pff(q"%",, ,qp-l} atunei qf-l=l (modp) pentru

fieeare lE(l, ... ,p-1J. Prin urmare numa ru L

_qf-l p-l ()q;.-L ()_p(P-l)N- 1 +2q2 +... +p-1 p_l=1+2+ ... +p-l - 2 (modp).

Dar p(p-l) =0 (modp) .
2

prim,eontradiet;.ie.

P6) Fie p un numar prim.Sa se arate ea 0 eondi~ie neeesara $i

Deei s i, prin urmare N nu este

sufieienta ea eeua~ia in n:~(n) =2p sa admita solu~ie este ea

2p+l sa fie prim.
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(Ciprian Neac$u,O:390,Gazeta Matematic~ 12/1983)

Solut;:ie _ Fie n =P;' p;. p;. CU P,<P2 < - - - <PI:: numere prime

cel put;:in k-1 factori numere naturale mai mari strict decat 1_

Prin urmare ecuat;:ia ~(n)=2p are solut;:ie doar dac~ k~3_

Daca atunci

dac~ atunci (p-1) trebuie s~ apara ca un factor in

~ (n) -p-1=1 sau p-1=2 _ paca p-1 =1-P2-1>1, P3-1>1 contradict;:ie;

daca p-1 =2-P3-1 >2 din nou contradict;:ie (avem ~ (n) >2p )

Mai ramane varianta p;-1=P-Pi=P+1, adi.ca p+1 este prim;prin urmare

p=Z s i, deci: P,-1=1 si. P3-1=1 contradict;:ie(am presupus P,<P2<P3 )

Prin urmare ecuat;:ia ~ (n) =2p are soLutLe daca s i, numai daca k~2_

posibilitat;:i:

P;,-l=l, P;,-l=l, p,-1=2,P2-1=p imposibil

(%1-1 (%2-1

P, =1, P2 =p,p,-1=1, P2-1=2=P-1 -P,=2,P2=3,P=3

in aceasta situat;:ie a,=l a2=2

n=2-32=18 $i intr-adevar 2p+1 este numar prim;

in aceasta situat;:ie n=22-3=12 $i intr-adevar 2p+1 este numar
prim
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daca 2p+1 este numar prim atunci $i numarul n=2(2p+1) este
solu~ie a ecua~iei considerate.
Mai ramane de studiat situa~ia in care n este putere a unui numar

atunci a: -1 - 4: -1
cp(n)=Pl' (Pl-1);cp(n)=2p-Pl' =2, Pl-1=p sau

e , -1sau Pl· =1, Pl-1=2P.

Deci cp(n)=2p ~I Pl=2, al=2, p=l imposibil
sau

II p1=p, a1=2, Pl=3, deci n=9, p=3 ($i in aceasta

situa~ie 2p+1 este numar prim)
sau

III a1=1, P1=2p+1 deci n=2p+1 daca 2p+1 este prim

In concluzie ecuat.La cp(n) =2p are solut;.iedaca s i. numaidaca

2p+1 este prim.

In continuare propunem cititorului spre rezolvare urmatoarele
probleme reinnoind invitat;.iade a descoperi $i altele in colec~ia
Gazetei Matematice:
P7) 101 este numar prim.Exista $i alte numere de forma

10101 ...101 care sa fie prime?
(Gazeta Matematica 1/1990)

P8) Sa se determine numerele naturale n pentru care [nlgpnl =n

unde Pn este al n-Iea numar prim iar [al este partea intreaga

a numarului a.

(Ionel Tudor,22027,Gazeta Matematica 2/1990)

P9) Sa se determine numarul prim P $i numerele naturale x,y,n
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(Daniel Lesnic,O:61S,Gazeta Matematica 3/1990)

In incheiere sa remarcam ca, in general,caracterizarile
numerelor prime enun~ate anterior sunt destul de rar operante in
problemele uzuale, aces tea rezolvandu-se mai degraba cu ajutorul
defini~iei numerelor prime sau cu ajutorul teoremelor lui Fermat 9i
Euler.
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