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UN PUNCT SI O DREAPTA REMARCABILE DIN PLANUL UNUI TRIUNGHI
Nicolae OPREA

in lucrarea de fatd vom folosi notatiile obisnuite dintr-un
triunghi oarecare ABC.

Pentru demonstrarea unor teoreme din lucrare ne vom folosi de
‘urmdtoarele rezultate publicate iIn [1] si In alte lucrdri de
specialitate.

Teorema 1. fntr-un triunghi ocarecare ABC secanta EF, E€(AB),

F€ (AC) trece prin centrul cercului fnscris I dacd si numai dacd
existd relatia

EB FC
b —+c-—==a.
EA ¢ FA

Teorema 2. Dacd Intr-un triunghi oarecare @ABC se duce o
ceviand arbitrard AD,De€(BC) si dacd o secantd oarecare

intersecteazd pe (AB),(AC) si (AD) fn E,F respectiv K , atunci,
existd relatia

22 .pC+ == -BD= 2= B,
EA FA KA
In continuare vom demonstra urmitoarele rezultate:
Teorema 3. Dacd intr-un triunghi oarecare ABC cevienele BN
s1 CM sunt concurente Intr-un punct K, secanta EF, EE€ (AB),F€ (AC)

trece prin K daca si numai dacd existd relatia

AM EB AN FC

dotf Dl etV S0 g

MBEA NC FA
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Demonstrafie Presupunem cd secanta EF trece prin sunctul K.

A Notam {D}=BcNAX.
Din teorema 2 rezultd relatia

EB.DC XA, FC 3D KA_4 (1)
EX2 BC X FA BC KD E-

Aplicand teorema lui Menelaus
triunghiului ABD cu transversala MC
rezultd ca
e B (2)
BC X MB

Analog in triunghiul ADC avem

relatia
BD K2 _ AN (3)
BC X NC
[ 4
L 4 Din - relatiile (1),(2) si (3) rezultd ca
AM EB AN FC_,
MB EA NC FA °
Reciproc:Presupunem cd avenm relatia
AM EB AN FC_, (1)

MB EA NC FA )

si va trebui sd demonstrdm cd EF trece prin X
Vom demonstra prin metoda reducerii la absurd.

Presupunem prin absurd c& EF nu trece prin X. Notdam

K}=EF(\BN, K#X, s5i fie 1{M,}=ABNCK,. Deoarece cevienele BN gi %

sunt concurente in K, s§i deoarece EF trece prin K;) conform

primei pdrt{i a acestei tecreme avem relatia
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AM, EB, AN FC_
MB EA NC FA

1.

Din aceastd relatie si din relatia

(4)rezulti ca M-

1
ST e ceea ce
MB H,B ’

reprezintd o contradictie {exista

numai un singur punct care sd imparta

segmentul (AB) intr-un raport dat).
Teorema 4.Dacd I' este punctul lui Gergonne al unul triunghi

oarecare ABC, secanta EF, E€(ZB), Fe (AC) trece prin I dacd si
numal dacd existd relatia

EB, 1 ,FC,1 _ 1

FA p-b FA p-c p-&

Demonstratie, Presupunem c¢& cercul inscris intersecteazd

laturile (&C), (AB) 1in punctele B
respectiv ¢, si fie b 2

BB,, CC, ceviene care se

intersecteazd in I'.Dacd secanta EF

trece prin I conform teoremei 3 avem

c
relatia —2-EB . FC,
elatia = 3'Ea"BC Fa

Din aceastd relatie si din relatiile

AC,=AB,=p-a, BC,=p-b i B,C=p-c deducem ci

EA p-b FA p-c p-a

Lema 1.Dacd I este centrul cerculuil inscris unul triunghi

larecare ABC  atunci avem relatia

AI*=2R(h,-21)
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Demonstratie.Din relatiile AT= [A si r=§ rezulta
sinZ
2
relatia
AT=— 5 i (1)
sin=
2 2

Pe de altd parté tindnd cont de faptul c& S=M

b
2> S
. e e A A . . - =
snu’i—as:macos-i din relatia (1) rezultd ca
bccosf‘-
ATI=
Din aceastd relatie si din relatia ccs—‘%alﬁ% obtinem c&
app=belned) | (2)
p . e
Pe de dltd parte tinand cont de faptul ci * \

bc=21?.h,,p=7‘5rv si a=%-s ,din relatia(2)deducem relatia AI*=2R{h,-2r).
a

Lema 2. Dacd intr-un triunghi ascutitunghic ABC se duce

Ifndltimea AD=h, (DEBC) si I este centrul cercului Jinscris,
atunci existd relatia

DI*=(2R-h,) (h,-21) .

Demonstratie.Fie I, si I, proiectiile punctului I pe BC,

A

respectiv AD. Patrulaterul IZI,DI,
fiind un dreptunghi rezultd ca&
I,D=I1, ,dar II,=r, deci

I,D=r ., (1)
Aplicénd teorema lui Pitagora

generalizatd triunghiului ADI
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rezultd ca&

DI?=h}+AI?-2h,(h,~I,D) . (2)
Din relatiile (1) si (2) si din lema 1 rezulta ca
DI?=hZ+2R(h,-21) -2h, (h,-1),
de unde dupd efectuarea calculelor obtinem ca
DI*=(2R-h,) (h,-21),
Teorema S, Dacd intr-un triunghl ascutitunghic ABC

se duce

indltimea AD {D€BC) si dacd I este centrul cercului inscris, &’

punctul diametral opus lui A de pe cercul circumscris, {&}=BcIA’

atunci ID si IQ{ sunt ceviene 1izogonale in triunghiul BIC.

Demonstratie, Notdm cu O . centrul cercului circumscris

triunghiului  ABC, cu I, proiectia lui I pe BC gi fie

iLt=BcNAr gi {pt=cte,R)NAT,

|Din lema 1 rezulti c&d . e ' bl oy

- ’ . o

«BI? "2R(h.-21) -
wBI" A ,de- unde deducem ca
ar:’ 2R{h_-21)

BIT2

fad

69 i

Din aceastad relatie,tinénd cont de

relatiile

2 28 S

rezultd relatia

220 (1)

BI® o v-h
—

Ci< Ly
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Pe de altd parte AL fiind bisectoare in triunghiul ABC, conform
teoremei bisectoarei avem relatia

I

ola

- (2)

NI

Deoarece a .este proiectia punctului I pe BC,6 rezultd cd BI;=p-b

si Il.f,‘=p—clde unde rezultd relatia

BI1=p_b
I,¢ p-c

Din ultima relatie gi din relatiile (1) si (2) deducem ca

BI? _ BL BI,
cr: Lc 1,c’

de unde conform teoremei lui Steiner rezulta ca II;, si JIL sunt

ceviene izogonale in triunghiul BIC, deci

A A
BII, =CIL , (3

.

Pe de avl.t;_f‘ par‘g'e' deoa'{‘lﬁe IO este mediand in friunghiu‘l ATE

avem relatia

de unde deducem relatia

Din ultima relatie i din relatiile
792=R{R-2r) (relatia lui Euler)

AZ'=2R, AI’=2F(hk_-21r) (lema 1), rezultd relatia

o

IZ”=2R(2R-}) | (

'
™

Decarece  APA=00° ( 32/ (iind diametru in C{O,R}} rezultd c
>

triunghigl IFPE este dreptunghic i B




L-----------
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Pe de altd parte, aplicdnd puterea punctului I fat3d de

C(O,R) care este egald cu 2Rr, rezultd cd

IP-TA’=2Rr.
Din ultima relatie si din relatia (4) deducem cda
1Pt
de unde rezultd cd
IP:_ 2Rz

It (5)
AI?* AI?(2R-h,)

Din relatia (5),lema 1,lema 2 si din faptul cd r=II, deducem c&d

P _ I
272 prz’
de unde rezultd ca .
o II,
AT D"I Tote T ee

; R
R )

Din ultlma relatle rezultd cd triunghiurile dreptungh1c9-$ﬁiua- ql IAER

sunt asemenea D1n asemanarea acestor triunghiuri rezultd cda

A :
DIIIEAIE>‘dar AIPEAIIL (opuse la vérf)’de unde deducem cd

A A
DII,=AIL . (6)
Din relatiile (3) si (6) rezulta ca

A A
BID=CIA, ,

de unde rezultd cd cevienele iD  si IA, sunt izogonale 1iIn

triunghiul BIC,

Teorema 6 Dacd I este centrul cercului inscris unui triunghi

ascutitunghic ABC si A’, B/, 7" diametral opuse punctelor &,B,C

de pe cercul circumscriz i daci {2 t=RrMNza’, (B)=A 15’ si




{c}=ABNIC’ atunci cevienele

AA,, BB,

§i CC¢ sunt concurente

intr-un punct pe care il vom nota cu I,

Demonstratie.In triunghiul ABC se duc indltimile

Analog s® obtin relatiile:

=

AD,BN si
4 concurente in H.
Din concurenta inéltimilor,

conform teoremei lui Ceva avem

relatia:

BD CN AM _

DCIE B L
Pe de alta parte, conform

teoremei 5,in triunghiul BIC

cevienele ID i IA, sunt
izogonale , de unde conform
teoremei lui Steiner avem
relatia

5D BA _pr*

DC A,C. c1?

CcN.CB, _ c1?

NA B2 Ar*

si

AM'.AC;L_AI2
MB C,B BI?

Inmultind membru cu membru ultimele trei relatii si tinand cont si

de relatia (1) obtinem

BA, CB, AC,
A,C B,A CB

=1'

de unde conform reciprocei teoremei lui Ceva rezultd cd cevienele AA,, BB;

si CC; sunt concurente.
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Teorema 7. Intr-un triunghi ascutitunghic ABC secanta
EF, E€(AB), Fe€ (AC) trece prin punctul I, dacd si numai dacd
existd relatia )

EB cosB  FC cosC_cosé
EA p-b FA p-c p-a

Demonstratie, Presupunem ca secanta EF trece prin punctul
{r}=BB,NCC, ,deci conform teoremei 3
avem relatia

Acl.£§+AB1 FC

—==1, (1)
C,B EA B,C FA
Notadm cu Me (AB) 51 Ne (AC)
picioarele inaltimilor triunchinlui ZRC
) o
cobordte din C respectiv B.
Conform teoremei 5, In triunghiul
AIB cevienele IC, 'si IM sunt
- g ) T
izogonﬁle,.deéi confrorm relatie‘i lui Steiner avem -
AG ay_ar
C,B MB pBr*’

Jin aceastd relatie §i din relatiile A&I= I _, Br=—Z%

AM=ccos A, BM=acosB, sinZEB=M obtinem relatia

ac

AC, _ (p-a)cosB
C,B  (p-b)cosa

Analog se deduce relatia

(2)

| AB, _ (p-a)cosC
‘ B,C (p-c)cosaA

Bin relatiile (1),(2) si (3) deducem c&

(3)
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EB, (p-a)cosB , FC, (p-a)jcosC _
‘EX (p-b)cosZ FA (p-c)cosa

Teorema 8. Intr-un triunghi ascufitunghic ABC punctul Ilui
Gergonne [, centrul cercului inscris I si punctul I

o sunt
coliniare.
Demonstratie. Presupunem ca& o secantd E’FIEEAB, FeAC
C trece prin punctele I, si T .
Deoarece EF trece prin I, , conform
teoremei 7 avem relatia
EB _cosB  FC cosC_ COsSA (1)
EA (p-b) FA p-cC p-a

Pe de alta parte EF trece si prin
punctul F) deci conform teoremei 4 avem
relatia

- v O BBl GECH] B e -
S 2 : EA p-b FA(pc p-a

Adunéand membru cu membru relatiile (1) si (2) cobtinem

EB cosB+l  FC cosC+l _ cosA+1l

FA  p-b FA p-cC p-a
. R
Din aceastd relatie si din relatiile: cosB=2cos‘§—l,
=5 m0na2l. 9 o ) -5 2 A E o .
cosC=2cos == 51 cogsA=2CcOs —5—1 rezultd relatia
costB cos2f  cos2 B
£B, 2 gAC, 2. 2, (3)
EA p-b FA p-c p-a )
Din relatia (3) tindnd cont de faptul ca
cos2 B-pip=h) us‘— 2AP=a) s - ppzrdoploeal
2 ac ab 2 bc

deducem ca
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EB. 1 ,FC 1
EA ac FA ab
de unde rezultd relatia

: EB .. FC
EB .,  EC. .
Za - Fa T

ey
ola

relatie care conform teoremei 1 exprim& faptul cd& EF trece prin

punctul I, adicd punctele I', I §i I, sunt coliniare.
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A REMARKABLE POINT AND A REMARKABLE LINE IN THE PLANE
OF A GIVEN TRIANGLE

Abstract. In this paper we construct in the plane

of a given
triangle a noteworthy point I,

generated by the incentre and the
excentre. Then, using an original method that we call "Secant

method", we prove that this point I, , Gergonne point I', and the

incentre I are collinear.
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