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UN PUNCT ~I 0 DREAPTA REMARCABILE DIN PLANUL UNUI TRIUNGHI

Nicolae OPREA

In lucrarea de fa~a vom folosi nota~iile obi9nuite dintr-un
triunghi oarecare ABC.

Pentru demonstrarea unor teoreme din lucrare ne vom folosi de
.urmat oarel.e rezultate publicate in [1] si, in alte Luc rar i. de
specialitate.

Teorema 1. intr-un triunghi oarecare ABC secanta EF. EE (AB),

FE (AC) trece prin centrul cercului inscris I daca 9i numai daca
exista rela(:ia

b- EB +c: FC =a.
EA FA

Teorema 2. Daca. intr-un triunghi oarecare ABc se duce a

ceviana arbitrara AD,DE(BC) 9i daca 0 secanta oarecare

intersecteaza pe (AB),(AC) s i (AD) in E,F respectiv K , atunci,
exista. relat;.ia

-~ 'uC"" -=::.:.::. 'BJ)~ ~ ·be'.
EA FA KA

In continuare vom demonstra urmatoarele rezultate:

Teorema 3. Daca intr-un triunghi oarecare ABC cevienele BN

si CM sunt concurente intr-un punct K, secanta EF, EE (AB),FE (AC)

trece prin K daca $i numai daca exista. relat;.ia
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Demon s t r a t i ePr= s uounem ca s e c anr a EF t r e c e prin pu nc t.u l K.

Din teor,"ma 2 rezulta rela~ia

EB . DC. KA + FC. ED. K"l. = i
EA BC KD FA BC J(!)

Ap Li c a nd lui :-18nelaus

.., Din -relatiile (l), (2) s i (3) r ez u I t a ca

relatia

EL KA AN_0_::_.

BC KD He

teorema

triunghiului ,l.BD cu t r an sve r s a l a Me

re zu Lt a ca

DC. KA = A.\f
EC KD ,liB

(2.

Analog in triunghiul ,WC avem
c

(3)

ll...'1. EB .•..1JN, FC =1
ME EA NC FA •

Reciproc:Presupunem c~ avem re1atia

"~'f.EE + ll..lv, FC =] (4)
HB EA He FA

s i va t r ebu i sa demon s t r am c~ EF trece prin K.

Vom demonstra prin metoda re011cerii 1a absurd.

Presupunem p r i n absurd c a EF nu trece p r i n K. No t am

tK1i = EFilEN, K'1'K, s i fie {M,}=ABnCK". Deoarece ceviene1e BN s i eM:

sunt concurente in K, s i deoarece EF trece p r in K,) c on t ors

primei parti a acestei teoreme avem re1atia
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AMl . EB + AN. FC =1
M1B EA HC FA

Din aceasta relatie ~i din relatia
.W_ AM,
ME -:- M B ) ceea ce

1

reprezinta 0 contradictie (exist~

(4) r ez u l t a ca

1);:---------o..--.J:::::::~ C. numai un singur punct care sa imparta

segmentul (AB) intr-un raport da~.
Teorema 4. Daca r este punctul .I ui Gergonne al unui triungiJi

oarecare ABC) secanta EF, EE (7-..13), FE (AC)
numai daca exista relatia

EB._1_ + FC._1_ =~.
EA p-b FA p-c P-q

trece prin r daca $i

De~onstratie. Presupunem ca cercul inscris intersecteaza
laturile (AC), (AB) in punctele B,

r espect Lv C, l'ii fie

BB" CCl ceviene care se

intersecteaza in r.Daca secanta EF
trece prin r,conform teoremei 3 avem
relatia AC,.EB+AB1.FC=1

C. C1B EA B1C FA

Din aceast a reLa t i e sL din relatiile

AC1=AB1=p-a, BC1=p-b si B,C=p-c deducem ca

EE ._1_ + FC._1_ = ~
EA p-b FA p-c p-a'

Lema 1.Daca I este centrul cer cu Lu i i ns cr i s unui triunghi

arecare ABC, atunci avem rela~ia

AI' = 2R (h. -2r) .



Dernanstratie.Din rela~iile

relatia

94

AI= __ r_
. As i.n-i-

2

r=.§.
p

rezulta

AI= __ S_-=-
. A

ps~n2
(1)

Pe de al t a parte t inand cant de faptul ca S= bcsinA s i
2

sinA=2sin4cos4 din r eLa t ia (1) r ezu Lt a ca

bccos~
AI= 2

P

Din aceasta relatie lii din relatia cos~=~ p(p-a) cb t inem ca
2 be

AI2 bc(p-a)
p

Pe de ~lta parte,tinand con~ de faptul ca

bC=2Rh.,p=.§. s i a= 2
h

S•din r eIa t i a (2) deducem r el at i a
I ~

(2)

, f

Lerna 2. Daca intr-un triunghi escu t i t unan i c ABC se duce

inaltimea AD=h. (DEBC)

atunci exista relatia

I este centrul cercului i ns cr i s ,

Demonstratie.Fie II s i I2 proiectiile punctului I pe BC,

respectiv AD. Patrulaterul II2DII

fiind un dreptunghi rezul ta ca

I2D=.!II • dar III =I J dec i

Aplicand lui Pitagorateorema
generalizata triunghiului ADI

c
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rezulUi ca
(2 )

Din r e La t i i le (1) s i (2) s i din lema 1 r e zu Lt a ea
DI2=h;·2R(h.-2r) -2h. (h.-r) I

de unde dupa efeetuarea ca1cule1or obtinem ca

DI'= (2R-ha) (h. -2Ii ,

'J'eon~ma5. Dacif i n t.r=un t r i unoh i ilS('IJ; i t iinoh i c ABC s.e ciuc e

insLt imee AD (DEBC) s i daeif I este cen t ru I ce rcu Iu i inseTis, 1/

punc t uI di amet rs I opus lui}; de tie ce rcu I c ircums cr i s , {Al}=BC1lIA~

et unc i ID s i IA,f sunt: cevi ene izogonale in t r i unqli i uI BIC,

Demon~tratie. Notam eu o centru1 cercului circQmscris

t r i unqh i u l u i ABC, eu I1 proieet;ia l u i I pe BC s i fie

W=Bc1lAi s i {p}=C(O,R)nA'I.

Din lema 1 rezu1ta ca '~- ..
::~~~~

A unde de due em ca

Din a cea s t a reJa1;i", t;in.'il,d c ont de
re1aiii1e

Sr=-p
rezIl1ta 1'e1a1;i"

BI' = 5:. ,1'-/)
Cl;' 1) p-c

(1)
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Pe de alUi pa rt e AL fiind b is ec t oar e in t r i unqh i u I ABC, conform
teoremei bisectoarei avem relatia

BL _ c
LC-}j (2 )

I.,/'=2R(2R-ha) • ( ~

Deoarece ~ ,e.ste pr oi ec t i a punctului I pe BC J r e zuLt a ca BI,=p-b

s i I,C=p-c J de unde r-ezu Lt a r eLat i a

BI,= p-b
I,C p-c

Din ultima relatie s i din r e Lat i i l e (l) s i (2) deducem ca

BI2 EI BI,
eI" = v::' I, C j

de unde conform teoremei Lu i Steiner r ezu l t a Cd Il, s i IL sun:

ceviene izogonale in triunghiul BIC) deci

" "BIl, = cii.

Pe c1:= a Lt a parte, deoat~~le
''c; "ern' ~oreIat i a

10 e s t e me d i an a .in t r iunqh i u l AL~'

r<Y- 2 (AI''? ~2'AI2) '~A:l,r-

4

de uncle deducem relatia

IN7-= 4I01-AJ.!2-2AI2
2

Din ultima relatie ~i clin relatiiIe

IO'=R(R-2r) (relatia lui Euler)

"n€'(':lt~(\('(:- .11'PA=90c I i i nd di~metl'11 I" r e zu 1ta c~
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Pe de alUi parte. apLicand puterea punctului I fata de

C(O,R) care este egala eu 2Rr I rezulta ca

IP·IA'=2Rr.

Din ultima relatie qi din relatia (4) deducem ca

Ip2= 2Rr2
.,

2R-ha

de unde rezulta ca

IP2 = 2Rr"1
AI2 AI2 (2R-ha)

( 5)

Din r eLa t i.a (5) ,lema l,lema 2 s i din faptul ea r=II, deducem Cel

de unde rezulta ca

Din ul.tima re l at i e r ezu It a ca triunghiuriledrePtunghice:-.~~ - ~i.IA'£«

sunt· ase:~e~i\·:·~i~ e s eman ar-e a aeestor triunghiuri r e z u It a 'ca

" ADII1 "AIP I dar " "AIP=A1IL (opuse la vart)) de unde deducem ca

" "DII,=A1IL. (6 )

Din relatiile (3) s i. (6) r e zu Lt a Cd

" "BID=CIA1,

de unde r ez u l t e ca eevienele ID si s un t izogonale ill

triunghiul BIC

Teorema 6.Daca I e s t e cen t r u I cel"cului in s c r i s unu i triunghi

escu ti t.unch i c .leBC s i /,',5', c' diamet r a I opus o punc t e l or A,B, C

de pe cCl"cul cil"~umscl"is ~i d~r;
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{C)=ABnIC', atunci ceviene1e AA"BB, si
intr-un punct pe care i1 yom nota cu 10'

cel. sunt concurente

Demonstratie.ln triunghiu1 ABC se duc ina1timi1e AD,BN !ii

)
C

01 concurente in H.

Din concurenta inaltimilor,
conform teoremei lui Ceva avem

13'

re1atia:
ED. en AN =1
DC NA ME

(1)

Pe de aHa parte I conform
triunghiu1 BICteoremei 5 I in

ceviene1e ID !ii IA, sunt
izogona1e de unde conform
teoremei 1ui Steiner avem
relatia

., .
'.Analog s~ otrti n re Lat i i Le ;

CN. CB, = CI2

NA B,A AIz

!ii CC, sunt coricu ren t e .

A~. AC, = AI' .
HE C,B BIa

Inmultind membru cu membru ultimele trei re1atii !ii tinand cont ~i
de relatia (1) obtinem

de unde conform reciprocei teoremei lui Ceva rezulta ca cevienele AA"BB,
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Teorema 7. intr-un triunghi ascutitunghic ABC secanta

EF, EE (AB), FE (AC) trece pr i n punc t uL 10 daca s i numei daca

exista relatia

EB. cosB + FC. cos C= cosA .
EA p-b FA p-c p-a

Demonstratie. Presupunem ca secanta EF trece pr in punctul
A

tr)=BB~neC~Jdeci conform teoremei 3

avem relatia

AC, . EB + AB~ • Fe = 1 .
e,B Eli B~e FA

(1)

Notam cu ME(AB) s i NE (AC)

picioarele inillt;i milor triunal-jil,l1!' k8C'

c
coborate din C respectiv B.

Conform teoremei 5, in triunghiul

AIB cevienele IC1 l'ii no{ sunt

:zogon~1i~,:dec·i co n-fro r'm r-e Lat i e i lui St.einer avem

. AC,• AM = AI2
C,B ME BI"

-in aceasta relatie ~i din relatiile AI= r__ , BI= r__ ,
. A . Bs i n-> Sl.TI-2 2

AM=ccosA, BU=acosB, sin2~= (p-a) (p-c) ob t i nem r e La t i a
2 ae

AC, _ (p-a) cos B
e,B (p-b) cosA

Analog se deduce relatia

ARl = (p-a) cos C
B,e (p-c) co s A

.in relatiile (1), (2) s i (3) deducem Cd

(2 )

(3 )
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EB (p-a) cas B + FC. (p-a) cas C = 1
Ell. (p-b) cos A FA (p-c) cosA

Teorema 8.tntr-un tr i unqn i es cut i t unoh i c ABC pUllctulllli
Ger qonne L centrul cerc uLui i nsc r i s I s i punctul Io s un t:
coliniare.

Demonstratie. Presupunem ca 0 secant a EF, EEAE, FEAC

c.. t rece pr i n punctele Io s i r

Deoarece EF t rece prin IO) conform
teoremei 7 avem relatia

EB. cosB +FC.cosC= cosA
EA (p-b) FA p-c p-a

(1)

Pe de alta parte EF trece s i pr in
punctul
relatia

B

conform teoremei 4 avem

EB-.~ +" FC._1_ = ~
EA p-b FA p-c p-a.<.

•
AdunAnd membru cu membru relatiile (1) 5i (2) obtinem

EB.cos~+l + FC.cosC+l = cosA+l.
Ell p=t: FA p-c p-a

Din aceast~ relatie !ii din relatiile: , "cosB=2 cos'2 -1,

cosC;:;;2cos2~-1 s i
2

rezul Ui reLa t i a

cos~~ COS2~ cos?~
EB. 2_ + FC. 2_ = 2
EA p-b FA p-c p-.«

Din re Ia t i a (3) t i nand cont de faptul ca

( 3)

COS2~ = 1-1(p-lJ) , cos? s:. = P (p-c) q i
2 ae 2 ab

co s- ~ = p (p-a)
2 be:

deducem ci'i
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EB.~ + F'c.~=2
EA ac FA eb be

de unde rezult! relatia
EB.b+ FC.c=a
E.ZJ. FA )

relatie care cOlIform teoremei 1 exp~ima faptul cJ EF trece prin

punctul I. adicg punctele r. I ijiI. sunt colinlare.
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A REMARKABLE POINT AND A REMARKABLE LINE IN TIIE PLANE
OF A GIVEN TRIANGLE

Abstract. In this paper we construct in the plane of a given
triangle a noteworthy point Io' generated by the incentre and the
excentre.. Then, using an originaL methoci that we call "Secant
method", we prove that this point Io ' Gergonne point r, and the

incentre I are collinear.
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