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UN CRITERIU DE MASURABILITATE DE TIP CLESTE

Vasile BERINDE

Acensld nold are un caracter predominant metodic 1 doregte sd evidenlieze rolul
important al analogiei ca instrument didactic in predares unor capitole de analizi reald.
Pe linga meritul lor pur didactic, observafiile noastre vin sé ilistreze ineit o dati - daca
era cazul - caracterul unitar al legilor ce guverneazi himea obiectelor matematice. e
aceasld datd, aga cum arald s ttlol, este vorba de principiul "clestelui”, binecunoscut
studentilor incii din clasa a Xl-a. Vom arila cd un crileriu e misurabilitate a
multimilor, mtiinil de obicer sub forma unor exercifil de semunar la disciplina "Functii
reale 51 teomia mdsurn" §i asimilat destul de gren de studenti, nu este alleeva deciit un
eriterin de hp clegte, Tim apoi o forma mai generald a acestn enteriw, care este de Tapi
exercifiul 162, pag. 154 din [3].

Vom reammb céteva nofiuni necesare construini cadralui in care vom formula
aceste criteril, nojumi i rezaltate care pot i gisile in orice curs de analizi reald pentru
stadengi [11, [2]. [4]. [5].

DEFINITIA 1. Fie X o mulfime numiti spajin i 2% 5 (X} o familie de parti
ale hoi X, Familia .%" este o-algebri daci

(A4} ABe W = ABe &

(A) A 4., A..enf =Ude

(4,) Xe W
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Pereches { X, . ) 32 numegte spatiu masurabil.

DEFINITIA 2. Fie ( X, ) un spatin misurabil. O finctie n: & -®  se
numeste masurd pozitiva pe 2" dach sunt indeplimite conditiile
(m) p(e)=0,

(m,) W este o-aditivi, adici pentru once familic de multimi disjuncte doui
ciite dovd. (A,)= & avem

H[ l;'ll ';!.n] _"E I'“:-AH:I :

r-1

Diaci p este o misur pozitiva atunct tripletl { X 1) formeazi um spatin cu

misurd. O misurd p . = E, estc completd dacd pentrn orice A £ % cu
wi{dy="0 gionce Bcd, avem Bec &
PROPOZITIA 1. Dacé p estc o misurd pe .5 amnci
(i) ueste monotond, adici A, Hc W, AcB=p(Ad)<p(#)
(i) y este substractivi, adici 4 B &, AcB g pld)<==-=

P(BAAY=pn(B) pld)

{iii} p estc o-subaditivii, adicd (A )= &=

.u[ DAH] <Y nid,).
1 ; a=l

a1
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DEFINITIA 3, O funcgic p° © 5 (X) - R, se numeste misuri exterioard
{pe X) dacd
(e,) B {(a2)=0; (e3) W7 este monotond;

(e5) W” este o-subaditiva.

Observagie. Orice mésuri pe o-algebra &7 =57 (X) este 0 misurd exterioari,
dar nu s1 reciproc.

DEFINITIA 4. Fie p' @50 (X) ~H o misuri exterioari. O multime

Ac & senumestc p”- misorabili daci este satisficotd conditin ha
Carathéodory:
W (M) =t (MNA)+ p* (MOC(A)Y), ¥ Me 92 (X),

PROPOZITIA 2. Tie p~: 29(X) ~E, o masura exterioard. Atunci
{1} Familia mulgmulor u° = misurabile, 42 o+ - C5te 0 o-algebri de pargi ale hn X;
{ii} ;l‘I:’F‘Er w CSiC 0 mormd pe A2, |

(ifi) Miisura = ' | 22 . este o misura vompleti.

Observatie, Masura p - u° A2 . s numestc misurd indusi de méisura
exterioards ' .

Fiind datd o mulime 4 & 5 (K} | se pune problema de a studia miisurabilitatea
ci, adicd de a stabili dacd A aparfme sau nu o-algebrei /472 we - O primé modalitate de

a aborda aceasta problemd este (ca In mulie alte situapil, dinire care amintim aiei doar
jx aceen a studior convergenisi girurilor de numere reale) de a aplica direct definitia,
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adics de 2 arita ci este satisficuti condipia lui Carathéodory.

Ca s cazul sirurilor, accasti sbordare nu este intotdeauna cea mai comaoda
din punct de vedere practic sau, chiar daci di rezubtare, ca nu este indrigiti de studenpi

e, Tn marea lor majoritate, preferd criteriile in locul definiier Un astfel de criter
de masurabilitate este dat in urméatoarea propozifie.

PROPOZITIA 3. Fie p° 27 (X) - B, o misuri exterioard si
w: A2 . ~B misuraindusd de pt . O mulfime e F(X) cu
i (E)<= cste u” - masurabild daci gi numai dach exista

ABes?E . cu AcEcH
A
UiAd)=p{B)<e
Demonstragie. Suficienp. Din AcE s E-B remltdi EVAcB A4,

Cum A Bes?2 . resulti B Ades2 , deci p' (B lA)=p(B'A4). Din
lapmul cii u cste substractivi rezulta
P{BNA) =u(B)-p(A)=0,

ici p{A)<=. Agadar BAAEMZ o, n(BVA)=0 si E\Ac B4,
deei, avind in vedere ci p este miisuri completi, resuliii i F VA © 22 0 5 In
particular, ¢ci p(E \A4) -0 Datoriti faptului cil A i ENAe 22 g
E=AU(E\A4), remltdscum FE¢ #Z . asadar Eeste p° - masurabili
si W{E)=p(A)=pu(B).
Necesitaten, Fie F misurabili s p( )<= . Condifiile din gnunt se

realizenci pentu 4 = 8 = £ . Propozijia este complet demonstrati.



Ohservagie. [sle foarte natural s botezim propozifia 3, "criterind clegeiu de
mdsurabiliate” cicy, In partea de suficientd, acesta arati ¢i, dacd muljiimea E este
“inecedrard” de dowi muljimi misurabile AR care au aceeasi masura (finitd), atunei gi
E este misurabili §i are masura egali cu mésura comuni a celor dowi multimi A si B.

Prin enungul siu, acest reznlial este analog criteriului clestelui de 1a siruri de
nymere reake:

Dacd (x,) este un sir pentru care existd sirurile convergente (a1, (h
axtfel modr

@ a,sx b (n>K, K fixar):

iy lima, =lim &_=1,

o

aftunct (x ) este convergent g lim x =1

Corespondenta care realizeari accastd analogie esie dald in tabelul de s 0.

© §IRUR] , .TEORIA MASURII
gir muliime
convergenti masurabilitate
lim x_ niE)

Aceasti analogic aruncd o raza de lumind foarte interesanti asupra sirurilor:
girurile convergente sunt acele gituri care pot fi "milsurate” in comportamentul lor,
“miéasura” lor find tocmai limita acestora, s.a.m.d

Dam, in inchewere, o exlindere a propozitiei 3.
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PROMOZITIA 4 ([3], BEx 162, pap. 154). Fie p°%(X] B o misord
exterioard si p 4% . ~-R, masuraindusi de pt . Ammci E o (X)) este

i - masurabili dach sinumaidach Ye =0, 4 408 -'J'J'". S | T T

AEEE
-1l
pidvd)<e

[hemnanstragie. Mrcegitaten st evidentd: dacd A este masurabili, amnci

lufnd 4 =8=L avem w(F ' Al=pie)=0<c, pemtruome =0,

Suficienfa. Fie ©= 2 . Alunc, pentru Y el
"

EXIEIA ,dﬁ, .l'-i'Jr = H-'i!'h, asifel T

A cEcB g p(f \A) si

[

Fie A=U A, s B-N8 . Cum M _ cste o-algehed, remlth ci
mul =l

..-'!,ﬂFmL, Tr'lpllL‘S.., AcEcHE, Dar BVACB VA, Y aeMN" | sicon

P este monodond reaults ca

WiBVAYs u(B A )=L, ¥acH,
[

cee ce conduce pnn tecere la bondd, la concluna ¢
pi8 4]0,
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& 51 in demonstragia propozijien 3, din fapiil 23 weste completd, rezulta acum

5= R mu-

Oriservagie. Putem poun &8 fomulim un anabog al propogilici 4 pentre ginrile

de e ungic L, e emene reale este convergent disci 51 numa dach

we=0, Jia), ik 1 converpente astiel incdl a5, 2 b oom oz k(K fixat)

i fmrlh, @b

Accsta comstitnie o intiniee & crtenelul eleglelo
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A TONGS-TYPE CRITERION FOR MEASURABILITY

Absiract. The main goal of the paper is to reveal the analogy between a
criterion for measurability in ahstract real analysis and the well-known “tongs”
criterion for numencal sequences.
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