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OBSERVATIL PRIVIND INTRODUCFEREA NOTIUNU DE o-ALGEBRA
51 DE COMPLETATA A UNEI 0-ALGEBRE

Vasile BERINDE

Tromeniul cel mai adecvat pe care poate fi definiti nopunea de misurd
pozitivi - nojiune fundamentali in analiza reald - este cel de familie de mullimi
gviind structura de o-algebri. Sistemul de condsii (cchivalenie) prin care sc
defineste aceastd ultimi nogiune in cursurile de analiz3 realii (a se vedea, bumfoard,
DLI2LI4LISE difers de Ja un autor la altul, Dédm in confinuare dowd asticl de
detinitii echivalente, prima lusta din [4] i a dowa din [3].

DEFINITIA L. Spunem i familia nevida s 5% (X) este o o-algehri
daci indeplineste condifiile
(4,) ABc&f =-A\Be &,

{A)) (Adeenc o - |..|_.=1".'- L

(4,] Xe &

DEFINITIA 1'. Fie &= 5 (30 o mulfime nevidi, Mullimea & s¢ zice
cd este o o-algebri de pdrgi ale lui X, daca indeplinesie condifia

(A) §i (4,) A= C(A) €.

Este usor de ariitat ¢i cele doud definifii sunt echivalente.
intr-adevar, dac lndim  A: =X si Hi=4, din (A} reaulld (4,) agadar

definitia 1 implici definifia 1'. Reciproe, dacd & esie o o-algebrd in sensul



E1H
definigiei 1, atenci din faprul cd & este nevidi, rezulld ca existh A © & Asadar,
pe baza condifier {A,) rezultdi ('({A)c & si aplicind (4,) o
A A, A =C(d), A =2, n=3, maultdi AUC(A) =X e o adicd are loe

{4,)). Cum A UA, = &, pentruorice A,,4, ¢ &, apliciind (4,) deducem
cil gi
A NA, =C{C{AIUC{4,)) e &,

prin urmare, din A B e & rernlid ANC(8) =4 \ B e % adici are loc condijia

(4,).

Crpimnea penmt o anumitd definitie are consecinge metodologice imaediare;
ugurarea intelegerii of de catre studenti, simphificarca unor demonstratu, etc.

In cursul nosmu [1}am ales definigia 1, mult mai explicitd si deci mai accesibili
studenpilor desi, man tara, la miroducerca notiuni de completatd a unci méasuri (s
a unet c-algebre) pot apdrea unele dificultifi calculatorii, asa cum vom ardta in
Cottinuare,

Fic agadar un spapin cn masurd (30,47, 0) ceea ce inseamnd o = 57 (X))

este o g-algebrd jar po: " R este o mEsurd pozitiva, adici o fimcgic de

mulfime carc satisface condifile
(m ) wie)=0,

(m,) (A )cuwl A4 N4 =2 pentru nu-m-;l[*.j Aﬂ} E-: w{d_}.

L =1
O masurd o - B, se numeyle completd daci pentru orice muliime

dewfen p{d)=0, Acd mplicd Be .

Cu alte cuvinte, o misurd este completd dacd orice submultime a unei mulfimi
mésurabile de masurk nuli este la randul ei misurabili.

Se stic cd misura mdusd de o masurd exterioard este o masurd completd si
ci prelungirea Carathéodory a unen méasuri definitd pe o alpebrd ¥, la o-algebra
generatid de ¥5 no cste in general o miisurd completa.

Problema prelungini unei misuri definite pe o alpebri se pune fmperios la
construirea pe & a masurii [.ebesgue, pomind de Ia familia intervalelor semiinchise
I dreapta, ciel aceasti familic, reuniti cu mulimea vidd, formeazi doar o algebri



de pirgi ale lui B si nu o o-algebrd).
Procedeul de prelungire a unei masuri incomplete p " & | pindla

o misurd completi, presupune construirea mai Intdi a completlatei o-algebrei o)
iz care va i apod definitd prelungirea (completata) méasurii .

Existd cel puin dond procedec de definre 8 completatel unen o-algebre &, cel
corespunzitor definijiei 1{4] 5i respectiv definitiel 17[5]. In cursul nostra [1], ain
combinat definiyia cea mai simpld a o-algebrer, defintia |, preluatd din [4), co
proceden]l de construire a completalel din [5], proceden care ni s-a parut ma
miteresant, cict este smmilar ecnlemulul de masurabilitate de tp cleste discutat in [3],
chiar daci acesta nu cste atdt de sugestiv ca procedeul dat in [4].

D ma intdi procedenl bazal pe defimifia |

TEOREMA 1. ([5], Teorema 1.3.4.). Fie (X, .7 ) wn spafin cu mdsard

o
.a;={Er::’|1,4,HF.w.’ AcEcl, p{B\4) -D}. {1
Aturci

fil . este o g-algebrd de pargi ale lui X care confine pe &

A

fif) Aplicafic TJ‘ . - R_ |, datd prin

H(EY=p(d), ¥ de & (2}
exle 0 mavurdg complet

Demonstrafia L{i}Fic A= .9 Amnci d=dcd si
WA 4)-p(e) O, deci, pebaza definifici, Ac & Agadar o
Fie K€ .ﬁ;.LA!:mmi.,djn{ljre:zutLﬁ choexisti A Be o astfel inedit A<EcB
i p(B\A)=0, ceeacecondocela (R} C(E)c{d) %
B(C(A) VCCB)) - w(CLAINB) = (B A)=0, adic C(E)e .
Condifia (4,) cstcsatisfacula.

Ficacum E, €., neN°. Rezulticiexisti 4B, e 4 astfol incit

AcEcB s p(B,\A)=0 ¥ neN".
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Dacinotim A- U 4, B=U B, , awnci A,8e & g
r=l w1
A sddsE i
=1

Pe de alt parte, dinrelaia U &, 1 U A, = U (8, 14,), folosind monotonia

w=1 -l M=l

g1 a-subaditivitates masurii rezultd

|_|_|:.H 5_.4}:',[[ CI H_" X ::J "Eﬂ] -_r;u_[ |:| (Bﬂ\:‘iﬁ]‘] :‘.'i ],.I{_HH "._-'1_n:|=|:|:-
n-1 ri=l el

n=1

deci w(B'A)=0, cccaceinseamnd ci U F, c & deci este satisficutd si

-1
Eal Ll
condigia (4,) . Cum &0 51 5 este nevida, clicl o X e 4, reruliii i & este
o F-alzchra.
(i) Demonstram mai intdi ci functia i este corcet definith, adica H(E} nu
depinde de alegerea mulfimii A in (2). Presupunem ¢d A, B4, B € A astfel

inct
ACE‘-_H,.-"!-_CE‘Cal H I.ll:..ﬂ .'l:‘!‘.:l'=|:l'.|:ﬂl "..:'1]-'! 0 .

Deoarece
Ard cB vl gl A A= BAd
rezulth cd D= p(d VA4 )=ni(B 14,0, decn p(d'4)=0 sl, analog,
wid, tAY=0_ Dar

AcA U4 4) 5 A=4AU(4, 2 4),
care ne di, pe baza monotonicl si subaditivitagh masuril
pidlsp(d) si pid,)=pld),
care aratd <A
A = @A) =H(E)
deci fi este corect definiti, Fiind definitd prin intermediul unel masuri, i este de
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e

asemenea o misurd. Misura il este completi. intr-adevir, dacd o ' en
WE)=esi FoF, amnciexstd A, 8¢ .o astfel ncit
AcEcB 5i p(8'\4)-0.
Dar L{Ey=0=pid), deunde rezultica
piBy=p(AU{B \4)) pid)+u(B:4)=0.
Asadar existh mulfimile &, 8 dm o asifel incat
gocFecEch g p(Ble)=pn(B8)=0,

bl

ceea ce mscamnd i e W
Demonstratia | este completi. Fa s-a bazat pe definigia 1'

Demonsiratia 2. (Bazati pe definigia 1) [n acest caz, la partea (i), trebwc sa
Ead
dovedim c & verificd axioma (4,) (pentru (4,) procodim ca mai inamte,

e
jar (4,) esteo consevintd a incluziunii & < &),
Aritim mai intdi, ca in demonstraga 1,cd Le wf =1} E.‘-e-:":.iupui ca
e A Y
Eobe s = FENFe o Intradevir, dac 1, F & &, atunci existd A LB e s

astfel tncat
,-1[-'_1",'!__[151 *j.f |.l{.E-| "'...-‘515:]_[3,

respectiv. A, ., & 4, cu
4. R, g pil, VA, ) =4

Punind A=A, NA,, B=85,, remlici 4.5c &, A= ENF=8 g, pe

haza imcluzumnii
(B, N8 (A, Ny = (8, V4108, 0 A,)

WB LAY s [(B, VA IU(B, VA s piB, V4 w8, 1 4,) =0,

cecpcearatica BN Fe
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Prin urmare, dacgd £, Fe % avem si O (F)c 5, deci
EMNF=ENC{F) e W

Orbservatie. O alld vanianti, pentr cazal ¢i trebaie 54 probdm axismele din
definifia 1, este s demonstraim ma ot (4,} 51, ca element ajuldtor, axioma

(4,3 . Dinacesiea doud rezultd apoi ci 4 este inchisé n raport cu operatiile de

intersecgic 51 de diferenta.
Idesi in [4] reruftatele din Propozitiile 6.5-5 gi 6.5-6 sunt date pentru 4" clan
borelian, noi le vom prezenta aici pentru situafia cd & cste o-algebra (deci arc loc

wicondifia (A,)}, ounoumai (4,) si {4} ,condii ce definesc clanul borelian)
diferenga find nesemnificativa. Tn urmiloarea leoremd reunim  concluziile
propozitiilor 6.5-3 51 6.5-6 .

TEOREMA 2. Fie  n: . - K, . un spapiu cu masura s

..-;;}“’T={,’l.-.ﬂ|..4[: S Bo M, unde M o u{M}=U}. 3

Arunci
(1) S exte o g-algebrd ce confine pe 7

(i} Aplicafia | - - E_ . defirild parin
H(E)=p(4), ¥ Ee.o” 4
exfe o mavurd compeld, wide A C e Be M, ou Me ¥g
p{AM) =0 swod astfel edt K=A44 8.

Demonstratie. (i) Scobserviied dacd 4, B, sunt mulfimile implicate
in (3}, atunci
AUB={4 \M)ya [MNI{AUR)],

AsB - (4 \MUMN(A44B)]
relatii care aratd ci & coincide cu familia mturor multimilor de forma AUR, in

care A« . @ B este o submulpime a uned muljimi din A8 de masurd muald astial
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incat AME=o . Dardaci Asi B sunt mulfimi disjuncte, atunci

AUB=A+ R, ceeacearati ci
& {AUH|:15 & BeM, unde Me u(.w}=n}_ (3)
Esteclar ci oo ciicl W Ae wavem 4 AUz g ecMc .,
WAy 0. Asadar (A,) estesatisfcuts. Arclocg (A).
Intr-adeviir, fic (E),, < -#. Atunci pentru orice (N, E =4 UR, undc

A, BeM, , Me o n(M)=0, de wnde reznlti ca

gl r[ .ﬂ.E_:]L.I[i:’ b"‘.] AUB:
il i=1 i=l

incare A= U Ac .5 g

o

b= UHI.'-' U.'I-'II"I- - Me W

1 i=1
cu miM) -0, adica UEJE.Q:‘T.
i=1

Pentru a demonstra ci i (A,)  este indephniti, fie £, £, ¢ S, Atunci
E,=A a8, E;=A,a8, cu 4, 4,¢ ¥
B=M,, BycM,, MM, ¢ wea p(M)=u(M)=0.
fnsi £, 5B, (4, ad,) s (B aB,), carc aratd cé Fy s By €. prin urmare
- iy \E, = (E\UE;) 4 Ey € i
(iiy Functia p este bine definith intrucét daca

AnB=4,a8,

incare A, &, BcMMc.Wen piM)=0, atunci
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Aad =BaB , deci uldad)=0,
care conduce la
wladl=uwid,}
Fobosind definitia (3) & lui 4 rezulti usor cii @ este o misurd, Masura p este
complefd, intrucdi, prin constructic, 4 contine toate submultimile tulurer
mulimilor de masurd nuld din

Observatii. 1) Demonstratia teoremei 2 este prefuati din [4];

21 Comparind demonsiratiile teoremelor 151 2, se obsenva ¢,
desi cea din urmi are o demonstraie mai scurtd, arpumenetle implicate nu sunt
intru totul imediate, astfel ci, pentru o asimilare mai wsoard de citre studenti &
notiunii de completati a unei misuri, preferim teorema 1, co oricare din
demonstrapile date aici, | _ .

37 & {51 %) se numeste completata lui 7 ar y (respecov

W ) se numeste completata mésurii p
4 Este neccsar totusi sd aritam ca .ﬁ? comncide cu a;. & ‘[I
coincide eu p . Fie Ec & Reultd ei existi A B e A cEcB g
WOB VA) =0 Atnei F=AU(E4) s Fid <B4, o
B e st p(B 14,)-0, Cunotafiile B=E'd, g5 M=5§ 4
i A=A, avem ocmal ci E=AUB Asf, BoM, unde Me % cu
W) -0, adici o o Asader e
Reciproe, fie Fi o .. Rezulti i existi Ae .o/, Bc Munde Mc 5,
iy =0, astfel ncdt
E=AUR,

gi A, B sunt disjuncie, ceea ce Inseamna c3
AcEcAUM, Ac o, AUMe &

gl
AU VA =p (M) =10,

L Al
adici Ee
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Prin urmare cele doud definin ale completatei unei o-algebre sunt
echivalente. S¢ arati usor cii si definitiile completatei unei mésuri, date de teorema
I, respectiv teorema 2, sunt cchivalente.

Includerea uneia saw a celeilalie intr-un curs de analizi reald depinde asadar
de optivnes dascilului fie pentru simplitalea si claritatea unor demnnﬂmm e
peniru gradul de accesibilitate a argumentelor utilizate.
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