Lucrinte Seminarului de
CREATIVITATE MATEMATICA
Vol 7{1997-1998), 39-32

ABORDAREA UNITARA A UNOR PROBLEME DE CONCLRS

Gheorghe BOROICA 5i Teodor SZAST.

Mota de Tafi i propune sd redea teorema lui Hamilton-Cayley, teorema
Frobenius g s indice o metodd unitard de abordare a unor tipuri de probleme
imtilmite la diverse coneursuri scolare.

Fie K un corp de numere (K=¢), K=F sou K -C) s fe K[X] un
polinom In nedeterminata ¥ cu cocficienti din K,
f=ay+a,X+a,-X*4 va,- X9 deN.
Polinomul fe K [X] se numeste polinom monic dacii are cocficiental dominamt
epal cu 1.

Notim prin & (K} mulfimea matricelor patratice de ordinul n aviind
elementele din corpul K, 1, matricea unitate, O, matricea nuli.

Dﬂ.ﬁ'ﬁ.ﬁ.t?.fnl:ﬂ_:] dlune: matricea .Irl::..r-f:]- au-fﬂ+ﬂ-| -_.-]+i:.|'='..4: kol |a;r-£§“
se numegle valoarea in A a polinomului £

Daci  f{4) - atunci spunem ci A este ridacing din .#(K) alui

Propozitia | (j2)) Fie fe K[X] . f=a,+a X+ +a X" a +0.ncN g

AX) -1, a1, val X~ +a-I X" Peniru orice matrice A e yK) se pot

n LR |

determing in mod wnic matricele B, 8. B_ . Be#K] astfel inedi
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(1) XL =X -AY(B, X" e B XeB) VB, BEfiA)

Definitia 1. Fie o mairice Ac#(K), 4=(a ) = .

Polinomul p (X) =det (X1 -Ay=X "~ (@, +... va X"+ +{-11det 4 € KTX]

s¢ numeste polinomul caracteristie al matricel A

Teorema 1. (Hamilton-Cayley) ([2]) Peniru ortce mairice A £#8K) avem

pAAY=0 adicd orice marvice este radacing a polinomulni s §u caraclerisiic,

Definigia 2. Fie K un corp de numere, f un polinom din £ .5 ] cu
prad f = =0 . Polmomul feste redoctibil peste £ dacd existih doud polinoame

g o K[X] astfel incdt f=g-h ou gradg=d, gradh<d In caz contrar,
polincmul [/ este ireductibil peste £

Definitia 3. Fic & un corp de numere 51 -« T
Numdmul z il numim algebric peste K daci existi un polinom goi JXf, g nenul,
astfel inclt g=)=0 In caz contrar spuncm ¢i z cste transcendent peste K.

De exemplu, numinl == 1."_2 cate algcbnc peste Q) deoarece _gliqu'Tj -0, unde

g=X"-2c0[X).

Definijia 4. Fie  zcC un oumir, algebric peste corpol de numcre K

Polingmul monic (de grad minim din KfX7 care admite pe = ca ridicing se numegle
polinomul minimal al lui = pe K

Proporigia 1. (/4 Fie K un corp de numere g 220 wn numdr algebric
peste K. Atunci polinomul minimal fal lul 2 peste K este ireductibil peste £

Ohservatia 1. Polinomul minimal al unecl matrice nu cstc obligatoriu
mredhnetibil peste K. Ireductibilitaten polmomelui minimal al unui mumér algebric s-a
stabilit folosind faptul ¢ produsul a doud numere complexe diferite de zero este
diferit de zero, proprietate care nu mai ¢ste adeviratd in cazol matmcelor,
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Observatia 2. ([4]) Fie /= K [X] un polinom ireductibil peste K si z-K o

ridicing a hi £ Atanci polinomul minimal al lui z peste K este chiar £
Teorema 2. (Tecorcma lui Frobenius) e K wn corp de numere §

mairicea A= (K). Polincamele m, § p, admit aceiag divizort ireductibill,

unde  m, este polinomul mintmal ol matricei A jar p,  este polinomul
caracteristic al moalriced 4.
Observatia 3. Teorema lui Frobenius este adevarald pentru o matrice cu

elemente dintr-un inel comulaliv parecare.
lustrim in continuare wtilizarca teoremet lui Frobenius i a teoremei hui

Hamilton-Cavley i rezobvarca unor probleme. In continuare notim prin g2,
polinomul caracteristic al matricel A=.# (K) ¢ prin m, polinomul minimal al
matricei A.

Problema 1. Fie /e C[X] astfel incit (1) < 0. Daci matricea A= #,[T)
are proprictatea ¢l f{A) =0 _ aritafi ¢ matricea [ - este mversabila,

(D, Andrica, Conecurs interjudefean, Satu Mare, 1992}

Solutie, Fie p, (X) =det (X1 -A)=X"~(a, +. +a )X v +(-1)detd .
Obginem (1) elet (I_-A ). Presupumem ¢ matricea [ -4 m este inversabili,
deci det(f -Ay=0 gi avem p (1)=0=(&-1}|p, Com A-/ csic factor
ireductibil peste © al loi  p, . utilizdnd teorema lui Frobenius obfinem <

(X-1)m, =m (1)=0.

Dar m, | [ si folosind relatia anterioard obginem  f{1) =0 ceeca g contrazice
ipoteza. Ca urmare, presupunerca ficuid este falsi si demonstratia este incheiala.
Problema 2. Fie matricea Ac.# () astfel inet 47 =4 + 1
Aritali ¢ derd =0
{Olimpiada, etapa judeteana, [986)
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Solutie. Metoda 1. Fie polinomul  f=X° - X-1. Avem [id) =0

Dar mlf=m, (X - X-1).
Folosind metodele analizei matematice, se arati ¢d polinomul [ are o singurd
radacing reald asi a=0. Obfinem [=(X-a)}X?-bx+c) eu abcck ax0

si b2-4c=0. Evidentavem o=0. Cum m/f | rezultd ci divizori ireductibili
peste B ai ol m, deci si ai lui p, . sunt din muliimea [ X-a, X7 ¢hX +e}
Descompunind |:u.: p, i produse de facton meductibili peste ® avem
P =X b ra X (-1 detd - (X-a) (X +hX e, cu
¢ M g+ 2t=n Luoind valoarea in zero a polinoamelor din epalitaiea
precedentd obtinem (-1 detA=(-1Y-a’cimderd=a* c'=0
Metoda 11.
A=A+l A Rl s A= AT WA +A 2L )= A=
(2) detd=deiA-T ) det{A% =441 )

Diar (3) der{d? =41 )= dg:[[.ai -%fﬂ]: -r{ @”] ] =0

-

Din (7) 51 (3 rezulti ci derd si der(4-1) an acclagi semn sau sunt nub.,
Apoi, 43-A=f =A(A-TYA=I)=1 ~detd-detA -1 )-detid+L)- 1=

—detA  det{d 1) 51 det{A+1)c R, de unde obinem ci  der(d +1)>0,
deonrece detd gt det(d 1) auacelagi semn.

Din A=A+l =det{4 ¥} =det(A+1 )= 0= (det Ay >0 <detA=0.
Comparind cele dowi metode prezeniate mai sus, putem constata ci prima dintre



43

ele permile rezolvarea unei probleme mai gencrale dupd cum vom vedes mag jos.

Problema 3. Dacd Ac.# (K cste radicing a wnui polinom  JoR [A7] care

uuuuu

a=0, anci deid =0,
Solugie. Avem
f=(X-@)(X2+b X+e (X b X ey (X7 EJJ,J'I*;‘P]I*J“U cu

BE-4e,<0, 16 {1, 2,0}, gradf = =1 +20k k.. k)
Decarece i,/ / rezultd ¢d divizorii reductibili peste R ailui m,, deci s ai lui
7, . sunt din mulfimes
[(X-a Xeb Koo, Xish  -Xec)
Crbgingm
PAX) (K@) (02D X o (b Ko oo cu 0200 v )

si ¢=0 (resulii din b<4c, siipotezd ) pentmu i={12,..p} .

[} unde avem

PO =(-a)re o a=(~1)- detd= der A «ue)s g a=0

Problema 4. Fie Ac.#(R). A=(a), rr astlel incit A=l 5i A=+l
T

Sisearateci a4y +a,= 1,

Solufie. Fie polinomul =371 = (A-1){x2+X+1) £ BLA] .
Matricea A este ridacing a polinomuha  f (f{.4) = 0 ) conform ipotezei.
Avem mJf | gradm, < gradp, =2 i utilizind teorema lu Frobenius oblinem

¢ divizoni ireductibili peste B ai lni m, pot i din mulpmea (-1, X7 0+1}
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Presupundnd m, =(5-1F rezulti ci m, nu divide pe f. coea ce reprezinti o
contradiciie.

Dacd m, =41 —=A-1,=0, contradicfic cuipoleza.

Riméne m,=X? X 1 =At-d-1 O,
Dar p,=X2-ia, ra )X -derd- [, =A% -(a, +ay)d +detd-1, = 0,
Cum m,ip,, dinultimele trei relagn obtmem  m, =p, , dec

Hay ray) =1 =ay+dy, =~ 1.

Problema 5. Fie Ac.#(R). Daci exista neM astlel incit A"~ 0), , amnci
A=0
(Concurs etapa judegeani, Briila, 1993)
Solugie. Metoda L Din A "=, rezultd cd A cste ridicind pentru
polinomul - 47"
Cum m /f ob{mem ci X este singurul divizor mweductibil al lhm my, .
Folosind teorema  lui Frobenios s fapual cd  gradp,=2, obfmem ci

44X X2 =41 =1),

Metoda IL Din A7 = O, = det(A ") =0=detd =0 .
Dvin relagia lui Cayley-Hamilion, A e d vdeid - 1=0,, & =THA) . ohginem
i4) A %= igeid

Dacd 0=1 ahunci avem 4 =}, =A% =0, .
Daci n=2 atunci problema este rezolvata.

Presupunem in continuare ¢i n=3. Din(4) penty =0 avem A “=(),
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Consideriim in continoare o 0. Din relatia (4) obfinem

: P
A=A, A7 =@t AR Ve A AR =R = (),

Din ultima relagie, deoarece @ # 0, obtinem A7 =0, g parcurgind aceste

egalitiifi n sens invers vom obting ¢ A% =0, 'y acestea demonstratia esté

inchainla.
Urmiitoarea problemil generahzeari problema precedentd.

Problema 6, Fie K un corp comutativ, nel g Ac #IR) 0 matrice

nilpotenta (exist peN” astiel incét AF= 0,). Atunci A" 1

Solutie. Dacd n-1, admijand ca ., (KK vom avea cd A este clement
nilpotent in corpul K, deci A=Q. 83 presupunem n continuare n=2. Vom nola cu

r cel mai mic numir natural cu propriciatea ¢ A" = O {din ipotezd abiinem ci
acest NUMAT existi). Vom ardlaci r=a.
S presupunem prin absurd ci =4, Fie in continuare

p X=X "va, X" Ve va Xrage KX polinomul caractenistic al matricei A §i

conform teorcmei Hamilton-Cayley avem

(5) Av+a, AR 0 Ady I,=0,

Deoarece £ =n, mmulpmd .|:u: riind relapa (3) ca ArLgr? _ AT™. 8 pinfnd

contci A" =0, Vslerig A =03TFr, vom objing G @, =a, < =d, =0
Relatia (5) se va serie A7 = €}, ceea ¢e cuntrazice minimalitates lui . Deci
< n. inmuliind eventual (daca r = n) cgalitatea A 7=0), cu -.&" F, vom

obgine A"=0,
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Problema 7. Fic Ac.# (£), mc WD) astfel incit (m, derdi=1.

Sd se arate cd matrices 4%-d-m I, este nesingulari.
(M. Piticani, R M. T.)
Solatie. Fie p ()= der( i f,—A) polinomul caracteristic al matricei A

Avem pr(d)=0 si p0y=(-17-der 4, Ardtim ci polinomul /=37 X+m, care
cste ireductibil peste ® | nu divide polinomul  p

Presupunem ¢i 7/ p_ = (3) CcR[A] (de apt "¢ ZLX]) asifel incdt

P AX)=(N - X+m) - O p (0 =m - (0 -1 Ydetd = m- C(0)=midet A

CEea CC Contrazce ipoleza.
Rimine (X*+X<m, p,(¥)) =1 = () g4, Z|X] astfel ncit

K2+ X amygy(X) 1 p,(4) - g, (00)=1 =
=A% A +m-1 )-q,(A) rO, =1, = det( A+ A+m[ ) = (=
~A*+A+m-1  este nesingulari.
Problema 8, Fie Ac # ¢ (Z) cu proprietatea ci exist nEM® (n,6)-1 asifel

ncat 4"-[ Atnei A=J,

(.. Panaitopol)
Solutie. Avem Ac #.c (Z)e.# ().

Fie i polinomul minimal in BLX] al lui A si o =gradim )

Devarece gradp =2 si m /P, obfinem gradm, < 2.

Dacd  d,=1, atunei  m,=X-w,0c® Cum X-a este un divizor al Iui
F=X"-1 si cum polinomui f are in cazul (.6} 1 o singurd ridicind reali pe
& 1 obfinem

=X 1. deunde A - fi=ll=Ad=],
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Dach o, =2, sunci m,=p, X*+p¥-geZ[X]. Deoarece (m.6)=1, polinpmud
f=X7-1 areo singurd radicini realii, pe | 5i aceasta este simpld. Cum me, /f |

avem A-=pi-4g<0 Feuaia fx)-0 are ridicinile

Z
.tfﬁrﬁﬂ 4] :;[nzk:, k=D
n n

Deoarcce x, este radicind pentra m, si m e R[A] rerulti cd x, este

radicind pentry mr, , de unde m, ={X-x WA .1;_*}=.1["2—2 cns[ E] - Xvlg
]

O<k<n-1.
& . | 2km - 1
Dar m,=p, e Z[X], de unde realfici cos| ——| < {—l__--E,D,E,I} deoarece
I
-1 ::Zr.:a:ns{ E”':] <2 s Ecus[ M—ﬂ] g2
n R
: ey : s 2k ,
Deoarcee A<0 s A-4) cosy y 1| obiinem
H
cos E"k“;] r—{{l,+l!.
n 2
» ) 2 : [
Insd din I:_]'i,Z]:E—*G-DS-[ J”E} 0 [din mz—"“ﬂﬂ-w
n
2EkT T ;
- =4 ?+21"n:_£r Z=22kn=tnu+2nn=2/n).
" 2

2
Din {(n3)=1 wrcns[ ‘kﬂ] -= -% Deci carul o, =2 nu este posibil.
n

Problema 9, Fie nc™, n:=2 si Acd e (R) asifel incét pentry ke N™ sl avem

A¥=A-l_ Si se demonstreze cd
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1} Pentru & impar avem  der. 4 =0 |
ii} Pentru & par, iar n impar, concluzia de la i) nu mai este neaparat adeviirali

{Dumitru Bugneag, Concursul interjudetean “Gh Titeica™, 1989)
Solutie. Metoda I.

i) Matricea A este ridicing a polinomului /- ¥*-¥-1cR[Y] |
Folesind metodele analizei matematice se arati cd ecuafin fix)=0 are o unicd
radicmd reald strict pozitivd, notaii x.,
Decarece k-2p+1, pe™N®, obginem
F={X-x,) (X7 Ir.“-‘]:’f'ﬂ.'l:li' (X7 Hh, - X+ f.'E:I"’...{.JL’? =i, '*]"'{:e}é' Cll
A =b}-4¢<0,c,¢0, bce® is{12, ).
De fapt obtinem ¢=0, i2 41, 0.
Avem gradf=2p+1=1+2(k, +k, il AL Rl A ERY AR
Deoarece m, /f) rezultd ed divizorii ireductibili peste % ai lui m,, decisiailui
£y, sunt din multimea
X X X2+ Xvey Kby Kre .
Obtinem
P =(U-x v (X2 4by Xve Y (b Koo ) cu
o+ 2(f = vt =2p+ 1, iar p0)= I:—xﬁflr“'-:':"- 'l'.i';!=
= (-1l detd = detd - (-1 Wb LB g
npFie kun numirparsi 4 K- ¢ #(R)
Egalitatca 4 %= 4+ mnphich faptul ci A este ridiicing a ccuatiei R* K -1=0.

Deci RY-#-1=0 Theoarece functin B+ R, AR =R*-R 1 este conlinug,
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fi-=)j== gi A0)=-1 ,rezultq ¢i fadmite o cidicind K, <0. [n acest caz,
det A=det (R,-1) - Ry <0 §i A=Ryl verifici relafin A% =A+1_
Metoda EL i) Evident k>3 Din A*- 4] objinem
A(AX ] y=1 = detA det{ A% -1 ) =1=det A+ 0. Pe de alti parte,
{6) AP 24204 gideci A-(A-1)(AY T +AF I+ A4 )=A?
Fenapia 1+x+..+x"'=0 mu are ridicini reale si nici multiple de unde ob{inem
1+x+,, +x7 =rﬁ|{-’f='“.-‘f'*m a o -4B<0,a, B R, P00 (1.2,0.0)
Atunei
der(f, +A+.. +A ""}=dﬁ:r(_TrI|[H3+Err.k'+cljj - lide:{.dl—br-.d o i
=

in continuare se foloseste faplul ¢4

b \* de-b?
Al'—h,~,4+cl-fn;[..li+_'.~."”] s it 39
2

I, ALK
pentru orice k5i i der(Y? 1 ¥ 2 0 #(K) pentru otice X, Ve .AfR) cu XT-FX,
Dedocem  det ([, +4+..+45 1) = 0,
Din (§) objinem  derd(d -T,)-det(l, +A4+...+4"* )=det(4)=(det Ay’ si folosind
faptul ci  detd «0, avem (7) detAlA-1)=>0
fntrucdt k- 2p+1, din relagia
AAR 1) =] = AL P ] =]~ AAZ-L YA N A =],
gi de aicd, folosind relagia (7). objinem
det(A+1 =0, Cum A *-A+J g keste impar, avem

(der AV = det (A+] )=0, deunde derd =0
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Problema 10. Fie Ac.# (R) cu proprietates det(dA? <A+ 1)=0,
a) 83 s¢ arate cj A=Al =02,
D)Dacd o fcR, sise calouleze valoarea determinantulug

det (A +eed ~ P L),
( Vasile Pop, Concursul nagional de matematicd Avram lancu, Cluj, 1995

Soluic.
#) Fie polinomul f=X?-X1cR[Y]. Notim 42, tadicinile polinomului £

Obtinem  f=(X <X, ) (A-x,). Deoarece der(f{4}) =0, obtinem
(8) det(d -z, 1) derA-x,+1,) =0
Folosind relaia (8) polinomul P =det(X-0, A)Y=(~1V-dei 4 AL)=
=X -Trid)-X rdet(A)-1, are pe X, sau x, rAdicing.
Decarece e R[X] §i x, =X, deducem ci T, § x, sunt radicinie polinomului
£, Folosind acum relagiile lui Viele obpnem
X 42, = 1rfd), x,x, ~derd, adicd Trid)=1, detd=1.

Utilizind relatia lui Cayley-Hamilton deducem ¢ 42 ~A 4L =00,

b} Tin a) avem .di-lns-.v!+I3-=f:-{n:+lj.si*{,l‘i—t]f;.-
Prin calcul direct se¢ obtine
det(A” veed + Bl )=det{{n+1)4 r{[}—l}f;}={a1-1}’+{m+]]{ﬂ—i}+(ﬂ—l}z .

FROBLEME PROPUSE

1. Fie Ac.#(C) pentry care existi ke M, k>2 astfelinct 4* 4

Detonstrati ci der(f, -4+ +451y =7

{Dumitru Busneag, Concursyl interjudetean “Gh. Tigeica™, 1992}
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1. Se considerd matricea Ac.#(C) asifel incit A*=0, Aditayi ¢
a} A¥=12
by der (f,-A)=1 |
(Sever Moldoveanu, concurs etapd locali, Arges, 1996)
3. Fie matricen Ac.#(R) cu proprietates 4 =4 + [ 53 scamate ci A4+ este

mversabili si si se calculere inversa,
{(Concurs ctapd locald, Alba, 1996)

4. 5 se determine mumerele naturale n pentry care, dach A=.#{Q) este o mairice

cu proprictatea i dler(42-34+1) =0, atunei neapirat 473441 =0

(Concursul de matemaricd “Renaissance™, Titmigoara, 1996)

5 bic Aomatnice »-n dimensionalll, cu coeficienti numere complexe, astfel ci
polinomul ei caracteristic are toate ridicinile reale stnct pozitive.
Demonstrati o matricea A este inversabild si ¢i au loc megalitiple

Irid) e
" Tr(d )

{Concursul mrerjudejean “Gh. Tiyeica™, 1995)

T

6. Fie matricea Ac.#(B)( ne™,n> 2 ) astfel incér existd
meN,mzn+l cu A®=0, Siscamatoci A"=0_
(Paul-Andi Nagy, Problema C:1441, G.M, 01,9, 1993)
7. Fie Ae.#(R) 0 mafrice cu proprietatea cd  1r(4)=2 giexisti neWN" | nimpar,
astfel incét 4" - [,

Sascamtecd A - [,
{Tiberiu Agnola, Concurs etapd judejeans, Sibiu, 1993 )
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A UNITARY TREATMENT OF SOME CONTEST PROBLEMS

Abstract. This paper wants to present the Cayley-lamilton's theorem, the
Frobenius' theorem and a unitary method for solving some types of problems
proposed at students” competitions.
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