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GENERALIZARI ALE UNOR PROBIL.EME DE CONCURS

Nicolae MUSUROIA

in aceastd lucrare vom utiliza numerele complexe pentru rezotvarea si
generalizarea unor probleme de geometrie plani.

Notim cu literc mar, punctele planului complex g cu litere mici
corespunzitoare, afixele lor. Amintm citeva rozuliate care ne vor fi utile pe
PATCUTS,

1). Distania intre punctele A gi 5 este A8 = Ja-b /.

2). Afixul punctubm M care Tmparte sepmentul [A48] in raportul & , adica
MA b kcio1] este m=(1-K)a+kb.

AR

3). Triunghiul ASC este echiluteral, dacd i numai dagii: b =a r(c-aje

1o 4 e
£ =005 — +I5IR—,
3 3

4), Triunghiurile ABC §i A ‘B¢, la fel orientate, sunt asemenea daca
si numai dacd:

a'ih =¢) + bic-a) rela-H =0
Problema 1. {[1]), pag.38) Pe latura triunghinhi  ABC construim n exterior

phmatele ABDFE, 4CFG. Thack Af este mijlocul segmentului [2C] |, 5 se

arate ol



Gl
a) (ol =24M
by Crdy L AM
Generalizare. Pe latunile tmumghinlni ABC constrpim  n exterior
triunghiurle isoscele de viinf 4, GAC, respectiv EAH, cu

m{CACY o EAR) - 1807 - @,
b<o<9. Dack A este mijlocul segmentnlui [BC] | atunci:

ay GF = 24M
W) m(GE AM) - a
Demonstratie, B
1y
Fie £=cose +isinn |
I 4
g=a+{c-a)e |
Alunci - I. 1180 -
f=a-(h-ak ety
(b-ak !I fadE—_
g-e=(c+tbh-2a)e . [ - g e
i/ -
_ b= h+e-2o i, FL
M-a= 3 ol ; ; L_ . .,
B M C

Deci g-e=2(m-a)e .
Rezultd GE =204 si
m Gl A4 ) = arge =
Observatia 1. Pentru & =% objimem Problema 1, Olimpiada Judepemma |
clasa a [X-a, 1970 '
Orbservatin 2. Concluzia se péstreasi daca cele doud triunghiun se

CONSNIEST: Spre interior.
Problema 2,( [4], pag. 12 ). Dacd tmumghwnle A8C si A'8°C sunt

echilaterale si la fel orentate, atunci mijloaeele segmentelor (A4, (B8, (C'C)
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sunt varfurile vmui triumghi echilateral
Generalizare L. Daci triunghivrile ABC st A'8'CT sunl echilaterale s la

fel orientate, atunci punctele A 87 C" care impart segmentele

{44, (BB, (CC*Y in raportul dat k sunt viirfurile unui triunghi echilateral.
Demonstratie. Avem
a” v {1-Ka+ka’

B =(1-kyh kb’
" ={1-K)c+ke!

Triunghiurle A8 respective A°B'CY filnd echilaterale avem b a (o a)e,
L | ] i | RN |
respectiv. &' =a'+(c'-a e, unde E =cos - +15in =

Atunci
BY=(1-kybkh’={1-k) [a+(c -a)e]=k[a'+(c'-aye]=|{1 -k)a- ka'l+

1 -Berke le-[(1 -Ka+ka'le=a” (e -a"e.
5 i aABC este echilateral.
Generalizare 2. Daci triunghiurile AFC si A'B'C’ sunt asemenca 5 la
fel orientate, alunci punctele A7, B C7 care  impant  scgmeniele

447, [BBY], [CC') mraportdat k O<k=1, sunt virfurile un tmumghi

asemenea cu cele date.
Demonstrajie. Avem

" ath—c)=[(1 -k)a +ka'] (- ) = ka'(b-cy{1-k) (ab-ac).

Analog
b 5(c-a)=kb (c-a)+(1-k) (bc - ab)

¢ a-b) = ke {a-H)+(1 -k} ca~ be)
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Trivmghiurile A8 s1 A'8'C' fiind asemenea avem
a'(b-cy+hfc-ayrecla-m=0
Efectudingd caleulele obfinem
a'(b=¢) + b (c-ay+c'(a-b) =0,
deci AAYB"C" ~ AABC |
Generalizare 3. Dacid A 4. A4, BB, B neM nz3, suni poligoane
regulate la fel orietate, atunci punctele ¢, /=1, care impan scgmentele
[4, 8] inrapert dat & Ac(0,1], sunt vérfurile wonui poligon regulat.

Demonstrajie. Putem presupune ci poligonul A, 4, A este inscris In
cer¢ul de centru O (originea sistemului de coordonate) si de mzd roodar
B B, .8, Intr-un cere de centre O sirazd r' .
Atunei

a4 =re,Sre L i=1n

2

¢ 2 .. 2=m
ﬁ|.= F EI.-FIJ‘I . hnde B = GO — + {¥im —,
M R

Deci ¢, =(1-kya, kb, ~(1 kire, » br'e,+oy=|(1-k)r +kr |8, vka,

i F

!

Fic o%e[0a"], =k Deci o =keo'

Amnci o, =[(1 Br+kr]e o 1=1n adici € .0y ,.: €, €5te un - poligon
regulat de centru 0 sirazd (1-K)r=ker'.

Observatie, Pentru & - = obtinem problema (.785 din G.M. 371995, Tn

|

cnunful acestei probleme este omisa conditia ca ccle doud poligoane =i fie la fel
orientate, condipe esenfiald dupd cum s¢ poale constata, chiar pentri cazul a=3
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Fie A(-2), B(2), C(2iyD), 4701503, B1+50JT, CldiyD,
Deci trimghivrile  ABC g1 4 'B'CY sunt echilaterale.
Anmei mijloacele segmentelor (447, (BR'), (CC') sunt

.{”{-%*%rﬁl H”%ngfﬁ}. cCroam
cu A'BY-3, A"CY= 3

Deci AA"S8°CY o poate fi echilateral.

INTERESTING PLANE GEOMETRY PROBLEMS

Abstract. In this paper we use complex numbers to solve and genermalize some
plane peometry problems.
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