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SASE PUNCTE CONCICLICE
Micolae OPREA

Scopul acestei luerdri este de a pune in evidenfd gase puncte conciclice
construite cu ajutorul simedianelor unui triunghi.

Pentru a demonstra teoremele din acesstd fucrare ne vom folosi de nrmétorul
rezuliat pablicat in [1].

Teorema 1. Dacd intr-un irinnghi oarccare ABC se duce ¢ ceviand
arbitrard AD, I} « (BC), §i dacd o secantid parecare nlersecteazd pe AB, AC 5i AD
in punctele M, N respeciiv P, atunct existl relagia

e mn FD ae
L N P

Tn cele ce unmeazi vom demonstra wrmétoarele rezultate.

Teorema 1. (O gencralizare a teoremei indlfimii ) Ducd intr-un  triunghi
oarecare ABC se duce o ceviand arbitrard AD, [ e(BC), §i dacd DE, DF suni
simediame i triunghiurile ADB Fespectiv. ADC, B e (AB) F e(AC), atunci exisid
relatic

AD* = BD. e AR
Fin

Demonstratie.

B

Aplicind Teorema 1 in trivnghiul ABC cu ceviana AD i secanta EF avem
Fh Eh FC
B = . OO+ B
T R Scber
de unde rezulti relagia
(1)

PD_EB DC | FC BD
PA K4 RC Fd Br



T8
Decarcce NF este simediand in tiunghinl 408, conform teoremed simediane

avem relafia
EB _BD'

@) A" A
Analog in triunghinl ADC avem

y o i
e A

Din relatiile (1)(2) 31 (3) rezulta
PO _BO' DC DX BD
PA~ AP BC AP BC
PD VBDIDEC ool L
pA = ap*5C B0+ PC)
E = ﬂﬂr_ﬂ[
P4 AIF . BC
AD* = RO i )
I'D

Ohbservatie. Teorema 2 este o generalizare a teoreme indlfimil pentru cd daci
mid}=90 5i ADIBC, atunci simedianele DF §i DF sunt indlfimi in trunghiurile
dreptunghice ABD respectiv ADC, deci m{4ED)=00 si m{DFa}=90. Pe de alth parte
Fid=F#, FOA=E, §i decarcee i@} ml(*)= 90 reaulta cd m{E0F )= 90 Din cele de
mai sus rezultd ¢ patrulatery] AED# este dreptunghi, de unde rezultd cd }{-gﬂ 5i
inlocuind in Teorema 2 obtinem AD° = BD-£C (teorema iniilfimi).

Teorema 3. Dacd AM §i AN sunt respeciiv mediana §i simediana unmi
triunghi oarecare ARC §i dacd MEMF cu £ {ABLF e{aAC) sunt simediane in
triunghiurile AMB respectiv AMC, |L}= EF ~4M, iar paralela d prin 4 la BC
interseciezd pe LN In P, atvnci punciele A, & N, M, F, P sunt conciclice.

Demonstratie.
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Fie £ mijlocul laturii (45). In triunghiul 48 £%4 este linic mijlocie, de
unde rezulti i EA]AC deci m{ﬁﬂﬂ}: m{f’ﬁk.‘\umﬂece EM g1 EMsunt ceviene
zogonale in triunghinl AME | avem

wlEMEA)- mlEnin)= el
Analog m{,’ﬂh}p m(&}_ Drar
et )= i) mlpis) = miC ) fB)

de unde rezultd ca ml{;&#ﬁm{ﬁ}: 180 deci patrulateral 4FAMF este inscriptibil, Pe
de altd parte decarece MF estc simediand in triunghinl A0, conform teoremei
simediane avem

P AE
4) A =
A N
Analog pentre triunghiel 4847 avem
AN AF
(3) o FCC
Dar (6) B\ =M Din relatiile (4)(5) si (6) rezulta
AE_Ar
ER R
de unde pe bara reciprocei teoremei lui Thales rezulti cd
EF|Be:,

Vi demonstra in continuare cd punctul & aparfine cercului circumscris
patrulaterulyi  AEMF, Presupunem ci & nu aparfing cercului - circumseris
patrulateralui  AFAMF. Notim prin (), unde(t= N, punctul in care acest cerc
mtersecteazd 8 doua oard dreapta 4N, Deoarcce EFBC3 In miunghiul AEF
drepiele 4%, AM sunt izogonale, aplicind a doua teoremd a hui Steiner triunghiului
AEF cu ceviencle 1zogonale AT si AL avem

AT EPUTF

D Al EL.LF’

Considerdnd puterea punciclor T g L fagh de cercul ARMF obtinem
I =AT- T

®) EL-LF - AL LM
Din relatiile (7) i (8) deducem
AT AL
o IM

de unde conform reciproced teoremei lui Thales resulta (WEF, dar EF|BC. deci
OAf|8C, ceea ce reprezintd o contradictie. In conclusie ¥ apartine cercuhu
cireumscris patrulateruhai AR

Pentru a demonstra ot i P aparfine acestui cerc, voun ardta ¢ trapezul AMPA
este 1soscel, adich demonstram e £y = A7



&0
Aplicind Teoremg 2 triunghivle AR oy ceviana AM rezylig

AF.
AME = BA . Af . 2
EAS

AT = ‘B':i-—"’.‘r'

4 IM
44N 4y

AT IAL
LAMTABCT AL+ EM
TURGT TR
S AMTBCY  aM

B Y,

Din ultima relatie si din relafia
P (L :’32 - B
obtinem
248" - act) e
BTy
de unde rewults
(9) Lo NP, .
A 2{4B 1 act)
Fic 4D indlfimes tiunghiohs 450 # LR indlfimea trinnghaul ui
LM, Triunghiurile LRM §i 400 fiing asemnenea rerltd
M A

{10) g

In triunghiul dreptunghic 412 avem 81 - 4R, cosh Din aceastd relagie si din
teorema cosinusuly rezylty

BC! + AB? - 4¢7®
RO = Af-T S0 54t -
200 AR
Dar oif - 8BAf - BD. adics
;},1,,-=EE_L_ __ﬂd__rz
2 2

de unde deducem ca
1
(11} Dy 25
Deoarece 4n este simediang in trivmghiul A8 rezults



Dar MM = BM — BN, adici

(12} NM =

Din relatiile (9)(10) si {11} objinem

BC* AC? - AR®

R = - :
2-{48" + 4] 2-BC
g 2t
{13) POV o e
4.[AR + ACT
Din relafiile (12) 3i {13) avem
NMf = 2- RM

de unde deducem cd inflhmea (% este 51 median® in triuvnghinl L84, deci acest
trivmphi este 15o0scel, Rewultd cd ¢ munghinl ALP este isoscel | adicd AW = PV deci
trapezul ANALFP este 1soscel.

In concluzic punctele 4. .5 M. F, P sunt situate pe acelasi cerc.

Consecingd. o condifiile Teorcmei 3 considerdnd {#}=80C~PE 5
Ko’ = BC ~ PR, tiunghiurile ABC §i PC'R sunt congruenie.

Demonstrafie.

d A P

B N M l.'_l"

Punctele 4, £, # P fimd conciclice 51 decarcee EF|AP rerultd cd patrulaterul
AEFP este un trapez isoscel, de unde rezultd i

(14} AE = PF

(15) AF = PE
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(163 EPF = 4
Pe de altd parte, din teorema lui Thales deducem ca
AE_ PE
AR PH
PE  PE
PR PC
[iin ultimele doud relati i din cgelitatea (14) rezultd cd
(17) AB = PC".
Analog se deduce ca
{(18) AC = PR

Din relapile{ic)(17) 5 (18} rezultd cd trimghiurile ABC si Pe" sunt
congruente.

SIX CONCYCLIC POINTS

Abstract. By the help of the simedians of an arbitrary mriangle, the author obtained a
new sel of six concyclic poins,
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