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ASLIPRA TNOR ECUATII iIN NUMERE INTREGI

Maria 5. POP

Scopul prezeniei note este de a da o metodd unitard de repolvare & unor ecuakii
in numerg mireg.

Pentru incoput prezentim chteva probleme aparute in ultimele numere ale unor
reviste de malematicd, culegeri de probleme sau date la unele concursur scolarc.
1. ([5], E: 10984, Gh. Motoc)
Rezolvatitn Zx 7' ecusfia — 2=
X ¥
2. ([4], C: 1814)

Rezolvatiin Z = & ecuafia
3, ([3], PP: 262, Popovici F1., Bencze M.)

Resplvaiiin M°% ecuatia 73; =§ +
4. (|3}, PP: 263, Popovici FL., Bencre M.}

Rezolvatiin N' ecuafia > =+ - —
5. {|6], Probleme recapitulative)

Sd se gaseasci numercle rationale L gi —, acdror sumia osle egald
X

1
.]_.'
cu 0 (043092).



gL
6. ([7]. Capitolal XTI, Problema 48)

S se rezolve in numere intregi pozitive acuagia

7. {[2), Capitolul X1, Problema 47)

Sii sc rezolve in numers infregl écnagia x ¥ =1
8. {[1], Problema V33:1)
43 se rezolve In numere ntregi ecuatia

1ok

x yia
unde a este un numér ntreg dat.
9, $4 se rezobve n numere intregi ecuatia
1 4 E &1
i
(Olimpiada judeeani, Suceava, 1993}
10, Aflagi x,ve? stindcid 2x 0 3y = 1985 - xy
(Olimpiada judejeand, Covasna, 159937
Problemele 1-9 ca si altcle se ingadreazi in urméatonl tip.

Qise rezodve in £ (san W' ) ecuafa

() sk

.
x y d

pnde a.b.edeM' ;2 (cd)y=1;(abci=1.

Solutie. Feuatia (1) poate SCTISA
ady = bdx = exy
care inmuljit cu ¢ gi adunindu-i in ambii membri ahd® poate fi scrisi sab forma
(cx —ad) (cy - bd) = abd®.

Rezulta de aici ci ecuatia are solutil intreg daca existi divizorii intregi (naturali)
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u i v ai numarului  ab d? co proprietatile ca
2 {H'F-H-Efdi;u-*—ﬂ'ﬂ';b'?‘-bﬂr

¢ divide numerele ad vu & bd ~ v

.

n aceste condifii mulfimea solutiilor este

& 5 2
(1) 3:{[ ad «u . bd ”],m it abic 2. = 20 ;w-mr-.c;adm,mw} _
i o i

in comtinuare prezentim citeva observatil cu exemplificiiri In unele cazuri
particulare,

Cazul 1°, Ludind in ecuatia (1) a & - ¢ - 1 obpnem problema 8. Couagia,
simetrich Tnx 51y
(4) A widoms
-l- -
are intotdeanna solufil §1 anume

¥ ]

3‘:{[rj1u1d+d}, wnde w|d®,u= rf}.

[
Considerfind functia =:N° ~N* care prin t(n) desemneazi numind drizoeriler

narurali ai numérslyi natural nenul n, remarcim ci ceuatia (4) are 2t(d?) |

solugi.
in particular, daci d este un numir prim, atunci ecuatia (4} are cinci solugii

in Z*? sidoartreiin N*? dupd cum rezultd din tabelul de mai jos.



| u -d? l o ] 2
¥ -1 -d* d el ]
T=d+n Al - d) d- 1 2d d+ 1 did+1)
i bl d-1 dil -d) 2d did=1) d=1
W

Dacd d = 1, alumnei ecualia (4) are singura solutic (1,1). Mengiondm 5 &l
problema 7 se incadreazs in acest tip dar mai are fn phys soliga (007,

Notim prin 8, multimea sohynlor problemed k smunfate in  mtroduceres
Accstel note,
Problemele 1 gi 6 cor rezolvarea unor ecuaii de tipul (4) eu d numar prim in
%% respectiv. N*2 In aceste probleme avem o =5 respectiv 4-2

Conform observagiilor anterinare
F=40-20,4); (4,-20); (5,30): (30,5); (10.10)}

respecky
S = (3,6): (6,3); (4,431 .

Problema 2 incare = 1996 are 29 g soluii nfrucdt. 1996 - 22- 499
T 19967 - 30, Multimea solutiilor este

u

a{( mﬂﬁ-u,WJ unde 1| 19967 -y - -1995}.
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Carul 2°. Ecuapia (1) pentru a = b
5) .

I st cdeM {1} devine
1
X vy 4

51 arc sohjiile
g deu, d+u
a r i

in particular, daci d cste numdr prim avem celmukt 5 solufiiin %% s anume

i 2
] unde wld®; ue o y=£—;c,’d+u;c|a’+p}
M

- daci ¢ = 2 amnei cum (c,d) -1, d esie impar, degi cl{d-1) =
¢ {d+1); in aces! caz ecualia are 5 solugii

s {[ ﬂﬁ*ﬂ]{ d(1-d) d-1 ]M a}{ d+1,m'd~n),_( ddr1) d-1
2 2 . 2 2 2

5]

- £+ gl cf(d- 1) respectiv c»2 si cldv 1, amnei ecuatia(5)
are doud solugii

‘1{[ d- 1}{1-::}];[ a’{]—u’j: d--l]}; SNN*2=0
o ' i

[

[
respecliy :
.\'={[ d-1 a’{1+.:a'1] ;‘ d(1:d) dr] ] }1_ _—_—
5 £ ; ! & Fis

-dach e+ dar ofd 1 efd+l, atmei ecualin (5) nu are sohuil,
|'~II=I::'|.

Exemple. a) Ecuaia din problema 3, intrucdl ¢=3, d=7 51

cld 1-6, aedowdisolugiiin Z'2, {( 14,2);(2,-14)1, gl deci nu ane solugii

in muliimea M°* indicatd in couny. Muljimes solugiilor ei fiind 8 =2

b) Ecuatia din problema 4, cum ¢ =3; d=5 si c|d+1=6,
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are douwdi solupii in M2 54_“3,10,;[1::1,2}}'.
4888 .
c) Problema 5, cum ﬂ,(D-IHSSJ'QE}L-H“”I: conduce 11 ecuajia

it . rezolvarea ciireia ny prezintd dificultate pentru x v e '

) N |
—_F o
x ¥ 11111
cum s-u cenit in enuni; ea are o infinitate de sofaii de forma {.'_, 1888 |
e 1111111
unde e O 1ITELLL :
JHEER
fn 22 insd, aceastd couatie nu are solugii intrucét o = 1111111 este numér

primgi <= 4888 = 8-13-47 no divide nicipe d-1 s nici peg o+ 1
Cazul 3°. n ecuatia (1) particulanizarea o - 1 conduce la ecualia
a b

-t — =
Xy
Stk ity } in cazul in care existi (uv} astfel incét

carg are solutiile de forma {
LR s [ &

(6)

uv=ab,ue-g gideci v+ b gi clavu brv.

In particular, pentry ¢ =1 ecuntia(G)are 2 T{ab) - 1 solutii, muljimes lor
fiind
N=Haru,b+v) unde uv = ab; ur-al
Ca exemphy, problema Sincare a 3 b=8: ¢ 4-=1

15 sologii
3':3*"_5*] sicle u;Ed;u=-3},

ne conduce usor la

muljirne redati In unndtorul tabel



-2 |8 j-6 |2 (-1, J1 12 |3 |4 |6 |8 12 | =
u

' 1|2 |3 |+ |-12 |-2stife Cfaz s e |4 (3 f2 0
¥

21 |4 |-5 f-3 fF1 |2 (4 & |aw }F [ |11 fi%x |z
¥=3+u

T ls |5 J4 | |12 |32 J |16 flej12 (00 j0 |9
!}?=5+'I-?

R e T

In fine, problema 9 reprezinti o ecuaie diofanticd de tipul
(7) ax by - d rexy

ab.ec.ded.

Cu um artificiu de caleul asemandlor solugionirii ecuatiei (1) scricm ecuafia (7)
suby forma

{5} (ex —b)(ex —a)=ab-cd
Fie » un divizor al numarabii (ab - cd) sific v 22 2¢9
]
Daci
) o S ey

'Ir 1 I . 1 - = ail 1
alunci perechea bru ’ 9 "] este o solutie o ecuatiel (7). Avem atitea sofufii cap
¢ i
divizori ai . ab - ¢d  indeplinesc conditiile ().
In particular, pentra c=1 sau c=-1 couagiaare 2t{ab - cd) solufi
Daci ab=cd s c|a sou ab od & | b anei problema are o infindtate

de soluti de forma

{I[u,%];qez} respectiv “%,&.J;EEE}.

In ¢oz contrar ecualia n are solutii. De fapt, se demonsireasd ci ecualia (7) are solutii
dacii st numa dacd cel mai mare divizor comun al numerclor a,b gi ¢ divide pa d.
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Ca exemplu, in problema 9 aviind a=2,86=3¢c=-1:d=1985 . cum

ab -cd = 1991 = 11181 avem 8 solugi
S =1 (1988.=1),{178,9) (8,179 (-2 ,1989) .{ 4.1993),(-14, - 183);
(~184,-183),( 1994 -3)}

Observim i pentro o = 0 repiisim ecuagia de tp (6) careia i convine si soltia

(.00
Unele observapii asupra ecuatici (7) se gAsesc si in lucrarca 7]

SOLYING EQUATIONS IN THE SET OF INTEGERS
Abstract. This paper gives a general method for solving, in the set of intepers,

aquations of the type Bl % where abcdeN (o, d)=1,(g.b,c)=1,
X ¥
The method 1s presented together with many exercises, which were published
m several mathematical magazines or were proposed ai school contests,
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