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1. Introdecere

Un sistem distribuit] sau o struchrd distnbuitd) este formal dingm
numiir dc procesoare san noduri{ entitifi de calowd) mterconectate
printr-ym numér de canale sau linii de comunicatie. In aceastd descriere
pot fi inchuse refele la mare distanis, reele locale ssu masini paralele cu
temorie distnbuitd. Punctul comun al acestor structuri este shsenta
memorniel centrale: once schimb de informatie se fce doar prin mesaje
transmizse pe limile de comumcatie. O aplicaie distribuitd se realizeazi
dect cu aputorul unei mulfimi de procese care, executfindu-se in noduri
diferite, coopereazi prin calcule locale pentru realizarea scopuli
aphcapel. Intr-un sistem distibyit, notiunea de proces semmifici o
entitate de programare independentd 5i o umitate de distribuire s
execufic cu context propou. In scopul Nmcionar sale, procesul face
apel, n afara mstroctimilor obignuite, s mstructiom de comuicagie
prin mesaje, Setul de reguli i procedun care puvemeard schimbul de
mesaje ntre procescle wmu sistem distribuit poartd numele de protocol
de comymicatic. Un clement cheie pentru aceste sisteme este realizares
pomitivelor de commicatie,

Difizaren mesajelor in sisteme distribuite este utilizati pentru a
transmite mesaje wnii grup de procese astfel incit =4 fie respectate
proprietifile de alomicitate 3 ordonare. Co alte cuvinte, toate procesele
destinatar  trebuie s receplionere mesajele, @ar mesajele trebuie
recephonate de nodurile destinatar in ordines in care au fost transmise.



LG

2. Notliuni preliminagre

Pentru refeana de comumicatie a umn sistem distribuit se va folosi ca
model un graf neorientat in care virfurile corespund procesoarelor, iar
muchiile canalelor de comunicagie Inire procesoare. [xastd o muchie infre
doud noduri in graf dacd existd un canal de comunicatie intre procesoarele
respective in sistemul distribuit. Se va presupune de asemenea cd aceste
canale de comumicafic sunt bidirecfionale, adich dacd exisid un canal de
comunicatic ntre vérfirile v 31 v, , atunei mesajele pot circula de-a lumgul
muchicigidelavi lavysidelav law.

Definifia 2.1. O retea de comunicatic esie reprezentatd printr-un
graf G=(V, E) mnde V={v, vs..... v,,] este muljimea viirfurilor, iar F este
mutpmea muchilor, E={{v;, v;)l vi. vj € V, j=|, n astfel incit existd canal
de comunicatie fntre v; i v; }.

Se vor infroduce in continuare ciiteva nofiuni de teoria grafurilor
care se vor folosi in studiul topolopiel de retea de hip stea.

Definifia 2.2. Se numeste gradul unoi virf v; in graful G=(V, E)
numirul de mochi incidente virfulwi v . Gradul umin graf G este maximul
gradelor virfunlor sale, d.

Definitia 2.3, Se numeste graf regulat un graf in carc toatc
viirfurile an acelas grad.

Definifia 2.4. S¢ numesie distanid intre doud virfur v; g1 v alc umd
raf himmmea celui mai scurt drum dintre cele doua noduri v , v; ). Se
nuneste diametrul gralulw maximul distantelor dintre oricare doud virfuri
ale grafuho, | =max v, v;), vi, v e V, ij=l.n}

Clasa de refele de comumicalie care se poate modela prin grafurd
simetrice este o clasd foarte atractivil datoritd faptului cd s¢ pot folosi in
sistemn procesoare wentice.

Definitia 1.5, Un graf se numeste graf simetric relativ 1a virfuri
daca pentru onicare doud véirfun ale grafului v; gi v; existd wn automorfism
definit pe mulfimea varfurilor grafului © V— V care transformes varfal v; in
Vi, v =y . Altfel spus, graful se vede la el din oricare varf al séin.
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Definifia 2.6. Un graf sc numegte graf simetric relativ la muchii
daci pentro oricare dous muchii a §i b existd un mrtornorfism care
transformi muchia in b. Altfel spus, prafual se vede la fel din orice muchie.

in cazul refelelor de comunicafie o proprietate importantd estc
protectia sistemului 1a eron sau toleranta la erori( System Fault Tolerance).
Aceastd proprictate este legatd de capacitatea sistemului de a continua 54
funclioneze 51 dupd apantia in sistem a unor erori(pene ).

Definitia 2.7. Un graf G este f- tolerant la erori defecte) dacd
subgraful obfinut prin eliminarea oricdror f virfurl ale prafului ramane
comex.

Definitia 2.8, Se muncste tolerantd la erori a grafului G murnarl
maxim | pentru care (i este f-tolerant.

Toleranta la erori a unui praf este wn numdr cu | mai mic dacit
coneclivitatea sa, Toleranta grafului la defecte este cel mult egal cu gradul
grafului minus uny. Un graf care are toleranta exact aceastd valoare se
numegte maxim folerant.

Esentiala fntr-0 refea de comunicatie este existenfa unor protocoale
relativ simple pentru transferul mesajelor. Este de dorit ca protocoalele s&
wilizeze drumul de lungime minimd Intre oricare doud virfun @ de
asemenea s fie asiguratd protectia la eron, adicd, in prezenia a cel mult £
defecte sd se poatd gasi totugi wn drum intre doud virfun.

Definitia 2.9. Se numcste diametrs la erori al erafulm G cu
toleranta la defecte [, maximul diametrelor subgrafurilor obfimete din &
prin eliminarca a cel mult f virfuri.

Definitia 2.10. O familie de grafur G, se oumege pulermic
resilientd daca diametrul Ta erori al oricarui graf Gy este cel mult e unde
1, este diametrul grafului G, , 1ar ¢ ¢ste 0 constanti.

3. Grafuri stea

Graful stea este un membra al clasei grafurilor Cayley. Peniru
definiren acestei clase de grafuri s¢ folosegte nofiunea teoreticl de grup.
intr-un graf din clasa Cayley virfurile sunt elemente dintr-un grup (V, ).
iar muchiile sunt definite prin acfiunile asupra virfurilor a unei multion de
gencratori g—{g . g2..... & j= V. Existi o muchie intre virful v; gi virful
v; in grafului G=(V, E) daca existd un generator g in mulfimea g astfcl
fnclt v, =v; = gi. Adugind faptul cd orice generalor g din mulfimea de
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generaton g este inversabil in g se garanieazd comunicarea bidirecionald
in graful GG.

Pentru definirea prafunior stea se considerd multimea permutirilor
de nclements P={s8%...5, | si e {1,2,..., n}, 5% 5, i), 1g=1.n}.

Definigia 3.1. Se¢ numegle generalor g, =20, In mulimea
permutirilor de n clemente permutares =5 % .. & uwnde s, =1, %=1 &

g = j pentru orice je{1,2,...n}% [1,i}. Cu alte cuvinte pumim generator g
in mulimea permtirilor de n elemente transpozifia ( 11).

Mulfimea P, a permutirilor de n clemente impreund cu operafia de
compuners a permutirilor “o” formeazd grup. De asemenca, mulfimea
transpo@tilor de forma (11), =10 este subgrup al grupulu permutanior in
raport cu operafia de compunere. Fiecare generalor g esle deci mversabil
in muljimea peneratorilor, inversul Tiind el insusgi.

Se poate defini deci wn gral Cayley cu virfui din molfimea
permutirilor de n elemente si cu muchii definite prin actiunea asupra
virfurilor a peneratorilor, adici a transpoetfilor (li), i~2n. Acfiunea
asupra varfurilor inseamnd operagia de compunere.

Definifia 3.2. Se numegte graf siea de ordin n, S, =(I%; E, ), graful
Cayley obpinut prin aphicarea generatorilor g={g; ...., g} unde generatorul
i este transpozifia (1), =2 ,n asupra elementelor grupulw (P o).

: Graful stea este deci graful ale cinn virfuri sunt eticheiale cu
permutérile de n clemente, 1ar Intre doud virfun o 51 T exnstd muchie dacd 1
se obling prin compunaréa lui o cu o permulare (1), 1=2,n, adicd exisld o
valoare 1{2,...0} astfel incdt T = o o (1i). Decl mulfimea muchitlor wmn
praf stea esle Brp={(t o)t o0e P, 31 e{2,...n} al t=co(li).

fn figurile 2.1a) §i 2.1b) suml prezentate grafisile siea de ordin 3
respectiv 4, 51, 8 . Fiecare muchie este etichetatd prin generatorul care o
defineste.
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Crraful stea S, =(Py, Be ) de ordin n are deci n! varfun. Fiocare vrf
are pradul n-1, deci graful stea 5, este regulat de grad n-1, e asemenea S,
gste simetric atit rolativ la vArfari cft gi la muchii{ acest lueru este
dernonstrat m [1]). In [2] s demonstreazd cd diametrul grafiolm stea %,

este 4 = “‘" U] . Tot in |2] se demonstreazd ci distania medie intre

doud virfun ale grafului stea de ordm n este a, = ni2/n H~4 unde
n |

Hp=73 -,

i=|1

0 topolome de asemenea atractivd si frecvent oilizatd este
topologia de n-cub, C, =(B, . E) unde¢ B, este mulfimea simrilor binare de
lungime n, iar E multimea muchiilor, Dond vérfori ale cobului u 5i v sunt
legate printr-o muchie dacd ginmie bmare corespunzdtoare diferd pnntr-un
singur element. Numdrul de virfuri al ool necub este 27 | jar pradele
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viirfurilor sunt o, deci i n-cubul este regulat gradul sau fiind n. In tabelul 1
sunt prezentate comparaliv citeva caractensnei ale celor doud tipun de
erafuri Cayley, n-cub respectiv graf stea de ordin n.

Definitia 3.3. S¢ numeste dimensiunea 1 3 umn virf o in graful stea
5, muchia de-a lungul earein virful u comunicd cu viirful v=g o w, =20,

Definitia 3.4. Fic piy pia ...Pa © penmutare de n-i simboluri din
rmultimea {1,2, _,11}, i=1n. Atunci subgraful stea S, (P Pz - - Pn) €502 U0
t-ul:grzl.t' (Wai . Exi ) al hm S, , unde Vg este nnlfimea virhmlor care au
aceleagi ultime n-i simboluri s Pz .. e, iar Eg este mulfimea muchitlor
incidente cu 2 noduri din Vs;.

Un asemencs subgral stea este totodatd un graf stea de ordin 1. De
exemphy, graful stea Sy este format din 4 grafun stea disjuncie de ordin 3,
Sa(1), 83(2), S5(3). 83(4) imomorfe. Graful stea de ordin 3 Ss(i) se ﬂh’[.ltli‘:
fixdind elementul i pe ultima pozifie, i~1,4. In gencral, subgraful stea de
ordin n-1 S,4() s¢ obpine fixind pe ultima pozific elementul | @
permutindu-le pe celelalte, i=1,n. Existd n grafuri stea de ordin n-1. 54 ,
disjuncte, izomaorfe, care compun graful stea de ordmn, 5,

Daci se fixeazd elementele 1, i=1,n pe o altd pozifie, mo pe ultima, se
ohfine o altd descompunere a grafulmi 5. in subgrafion stea Sy .

Tn schimb, n-cubul poate fi vizul ca find format din dovd n-1-cuburi
migrcomectate.

Definitia 3.5. Un graf se numegte grafl ierarhic de nivel n daci
poate fi vizut ca o colectie de k, grafuri ierarhice de nivel n-1. Fiecare graf
ierarhic de nivel n-1 este un gral mai mic ca dimensiumni.

Un element important in sistem este toleranta la erori. Dacd apar in
sistetn erori( pene), procesoarele neafectate de eron devin izolate unele de
altele zau continui sd opereze coerent” Dupd cum s-a arital in lucrarea [1]
atit n-cubul it gi grafol stea de ordin n aw toleranfa la eron maximi. De
asemenea, graful stea este putemnic verlient, Aga cum se aratd in [“.?]
diametrul sdo creste cu cel mult 3. Deei, chiar dacd In sistem existd eror,
diametrul sin modificat] distanfa dintre virfunile neafectatc va ereste din
cauza elimindril virfurilor defecte $i a muchiilor corespunzatoare) rimine
mai mic decdt diametrul unui n-cub fErad defecte( tabelul 1)

Este de interes de asemenea performania refeles in carul in care
numirgl de erori [ este mai mare dacdt gradul grafului, [ = d-1. In cazul
grafuritor stea de ordin n, S, s-a demonstrat in [1] ¢ pentru £ < (p-1)(n-2)
cel mult 3f varfun vor fi izolate de restul prafulu. Cu alie cuvinte, pralul
care a avul initial n! virfuri se transformd intr-o componentd frd eron cu
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nl-3f varfuri. Chiar dacd din graful stea 5, sunt eliminate varfurile defecte
rimén funchionale o mulfime de subgrafieri Grd eror,

© Dacd p e {1, 2., o1} atunci existd in S, un numir de
{.‘f_l nl(n - pyl subgrafun stea de ordin n-p. Ne interescazd cite dintre
aceste subprafun vor confine virfuri defecte dacd numdnol total de erori in
praful 5, este f. Becker 31 Simon au studiat in [3] aceastd problemd pentru
n-cub. Folosind notaia lor, fie f{i,p) num@rul minim de erori pentru care
tiecare graf stea de ordin n-p va fi defect, Deci existd cel pufin un subgraf
stea de ordin n-p nedefect pentru orice aumdar de eron mal mic decit ffnp).

Se poate demonstra cd f(m, p) = - LN
{(r—p)!
Topologia | Numér ] Grad | Diamnetru | Distanta | Diametrul la
virfun medie “ron
5-star 120 4 & C S
7- cub 128 Wi o 15 ~ 8
T-star | 5040 | 6| 0 5.9 <12
[ 12- cub 4096 12 12 6 13
9. star | 362880 8 12 PR PoaiR
18- cub | 262144 18 18 9 IREIT

Tabel 1

In foarte mmite aplicapi folosite in sisteme distribuite se cére difizarea
¢ ctre wn nod a unul mesa) clire toate celelahe nodurt din sistem.

S¢ va presupune in confmuare ¢ un nod este format dinge-un procesor
gl are canale de comuomcatie bidirecponale on toate nodurile co care conumnicd.
Se presupune de asemensa i la un moment de tmp fixat un pod poate
comumica cu cel mult w alt nod. Cu aceste presupumer se poate gisi o Homikd
nfenioard pentru ordinul de complexitate a onicarud alporitm de dificeare de
mesHje.

Teorema 3.1. Dacé o repea este formatd din N vérfuni elementa de
procesare), atunei once algomtm de difizare necesiti cel potm Chlog ) pasi.

Crertmonusirayfie.

Denarece inifial un smgur nod define mesajul care se va difuza si la un
moment dat un pas in difizare face ca fiumirul demdmaumumncpumm

mesajul s se dublere, cel muk, atunci cel pufin |_|{I-:rgzﬁ-’}-| pasi aunl
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mecesari pentru difuzares mesajului, Tn conclurie, margines mferoari pentru
ordinul de complexitate al algoritmulai este fiogN).

Se va cerceta in confinuare care este aceastd limitd in caml grafurilor
stea. Se considerd ci un algoriom de difiszare constd dintr-v secventd
d==dy . da. d= ..., dy > de dimensiuni de-a lungul cirora se propagd mesajul
ﬁnprmmﬁmunalgmiuncamvaﬁemmmdecmﬁmmd.ingmfdma
Sn hecare muchie achacentd yn virt este numerotatd cu valori de la 2 la n
corespurcealor activni generatonlor din multimea g

Algorbmul secvenpial constd dintr-0 mulfme de pagl care sunt executap
o datfi pentru fiecare element din scevenfa de dimensiuni. In particular, In
pasul i algoritmml secvential consta in cottumicarca cu viirful adiacent de-a
Tungm] dimensiunii d; gi transferul mesajolu. In general, onicars dintre vrfimile
concetate prin dimensinea 1 care define mesgul 71 transmite $ cehoilakt

Algoritmul care se va descrie presupune cii n graful stea de ordin n,
dacd mesgul este defimit mifial de oe virf, el este trimis de-a mgul
dimensiumilor i< {2,..., n} citre cele n-1 varfim adiacente care sunt viirfuri ale
subgrafirilor stea de ordin -1 ce compun graful mifial,

De exemplo, pentra graful stea de ordin 4, Sy din figura 1a), daci inffial
messjul rezidi in nodul (1234) 51 se aplicl secventa < ), g, 2>, e reduce
problema dificednm mesajuln in grafol stea de ordin 4, 5 la patru probleme
paralele de difizare Tn grafurile stea de ordin 3, Sa(1), 84(2), S4(3), S+(4). in
contimiare s& penereacd alld secventd g difuzarea in praful stea de ordin 3,
S4(i), se va reduce la trei probleme de difiare paralele in subgrafurile stea de
ordm 2 ce compun graful stea de ordin 3, Secvenja care realizeazi acest lucru
este < g, g3~ Deoarece un praf stea de ondin 2 este format din doud varfurl
coneptate printr-o muchie definith de generatorul g >, este suficicntd aplicarca

sevventel < go =, [in subsecvengele aplicate se formeazd secvenia
. B s B, B, 2 care realizeasd difuzarea corectd a mesajului.

Incaxulg:nmﬂﬁcvﬂrﬁ]l{ms; . &, ) care define messjul ce trebue
difuzat. Secventa < g g, By B }rc-alizmaﬁdiﬁ.ma mesajului citre
cele n subgrafun stea de ordin n-1 din care este compus grafil stea de ordin n
Aceeasi metodd sc folosegte pentru dilicses mesgquln  catre cele n-l
subgralun slea de ordin 1-2 ce compun fiecare dintre cele n subgrafiri stea de
ordin n-1. Tehnica s¢ aplica pind cind se ajunge la subgraful stea de ordin 2.
In acest momenl aphearea secvenel < g; > paranteazd receptionarsa mesajulin
de cétre 1oate virfurile grafului stea.

Lema 3.1 Dat mnd un grat stea de ordin n in care un nod congine
mesajul de difuzal, seevenia < g, g3, ..., B, 20 I;preund cu un algortm
secvenfial executat de fiecare virf aga cum s-a descnis anterior, va distribui
corect mesajul cdfre cel pufin un vt din Hecare dintre cele n subgrafim stea
de ordin n-1 care compun graful stea de ordin .



Fie nodul {s; 8 ... 8, ) care dejine mesajul de dificest, Acest nod este
component al subgrafului stea de ordin n-1 care are fixat ca ultim simbol s,
Deoarece aplicind generatorul g se schimbe fntre ele simbolurile | si i
aplicind secvenja < g, g3, .., ) = asupra acestu varf se asiprd faptul ca
pentru fiecare simbol care nu este fixat pe ultima pozitic in $,:(n) existd un
virf care are acest simbol pe prima pozifie. Decarcce g, schimbé intre cle
simbolurile de pe poeifiile 1 $i n, aphicind acest generator asupra nodurilor
care au receplionat deja mesajul va exista un nod in fiecare dintre subprafirile
sted Spi(l1), Seal2)...., Spaln) care va recepfiona mesajul. Dacd luim in
considerare faprul cd graful stea este simetric relativ la virfiri gi la muehii,
acest algoritm functioneazd oricare ar fi nodul inifial (3, 8 ... % ) care define
masajul. ;
Teorema 3.2, Pentru un praf stes de ordin n, secvenia
BECVi== B2, B3 o Bnd s Bn s B2 B3a o Bl BB BB B, B
impreund cu un algoritm secvential executat in fiecare nod asa cum s-a descris
aulaim,cmﬂiuﬂumalguiuudediﬁ;mmmﬂ{um:nmﬂe
recepfioncazd mesajul),

Deemomviragio:

Pentru a demonstra lema se va folosi metoda induciei complete.

Pentru n=2 graful stea 5, eonfine doar doud varfur, (12) 5i (21) si
evident ca mesajul este corect difuzat apbicind <g, >,

Presupunemn i secvenfa secv,, difurcarzd mesajul corect intr-un praf
shia Sy

Fie secventa secv, pentru un graf stea de ordin o Se olsend ci
SSCVENTA SECVL = B0 By oo Bads Bos B3, B30 a0, B0 i
esle formatd din subsecventels scovi, 51 g2, 21, .., B B Din lema 3.2
rezultd ¢i aceastd a doun secventd realizensd difuwearca corectd a mesajului
catre n subgrafuri stea de ordin n-1. Restul secven|ei, secv,.; realizeaz) corect
difuzaren mesajului in cele n subgrafir stea S,,; conform ipatezed de inductie.

Se observd o lungimea secvented necesare pentru difiessres mesajulu
citre cele n-1 subgrafuri stea de ordin n-1 ¢e nu contin nodul sursd este n-1.
Deoarece tehrica se aplica recursiv, hungimes totald a secvenged este

8 ~1) & doed costil este dé ordin Of).

in [2] s-a demonstrat & un alporitm ophm de difuzare a wwd mesa
intr-un graf stea necesitd cel mull (log, N)=Nlog, n!) = (nlog, )
pagi{ N=m! mumiril nodurilor garfule) Metoda prezentatdi ny este deci
OIS,

l=n-14+m=2+_434241=
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ABOIT THE STAR GRAPH TOPOLOGY
IN DISTRIBUTED SYSTEMS
Abstract. In this paper we present the star graph topology used as
an altemative to the n-cube. The star graph possess rich structure and
simmetty properties and many desirable fault tolerance characteristics
wich make this topology very attractive,

BIBLTOGRAFIE

1. 8. B. Akers, B., Krishnamurthy, A pgroup-theoretic mode] for
symmetric inlerconnection networks, TEEE Trans Computers, Vol. 38,
1989, p. 555-566

1. 8. B. Akers, ). Harel, B. Krishnamuorthy, The star graph: An
altractive alternative to the n-cube, Proc. Tnt, Conf Parallel Processingz,
1987, p. 393-400

3. B. Becker, H. U Simon, How robust is the n-cube?, Proc. Symp.
Foundations of Comp. Sc1., 1986, p, 283-29]

4. R. Dechter, L. Kleinrock, Broadecast communications and  distributed
algorithms, TEEE Trans. Computers, Val, 35, 1986, p, 210-219

3. ¥. E. Mendia, D. Sarkar, Optimal hroadeasting on the star graph,
IEEE Trans. Parallel Distrib. Syst.. Vol. 3, 1992, p. 389-306

6. F. Pliunescu, D. P. Golesteanu, Sisteme cu prelucrare distriburts si
aphcatiile lor, Ed. Tehnica, Bucuregti, 1993

7. J. P. Shea, C, T. Wy, T. 8. Chen, An optimal broadeasting algorithm
without redundancy in star graphs, 1IEEE Trans. Parallel Distrib. Syst.,
Vol 6, 19935, p. 653-657

Universitatea de Nord din Baia Mare
Catedra de Matematica si Tnformatics
Str. Victoriei 76, 4800 Baia Mare
ROMANTA

E-mail: zelina@univer. ubm.ro

Prirmt la 1.08.1997



