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ORDINUL DE CONVERGENTA AL UNOR SIRURI DE TIP
EULER-IOACHIMESCT

D. M. BATINETU

Conceplul de gir de tip Culer-loachimesca a fost Introdus in lucrarea [4]
asitfel: fe F, FR - B doud funci dintre care f este continu® §i F o primitiva a lu

f, {r),.. unsgrde numere reale strict pozitive, iar (o), un gir de nomere reale

cu =0 gt o =a -r (FpcH"
Am numit gir de tip Euler-Toachimescw, defimt de funcpa £ 51 de sinl
(@), .omgr (x) . oo

(1) x,~ -Fia)+ ; Ty

D asemenca in [4] am demonsiral urmitoarsa:

Teoremil. Dacd [ este descresclioare iar siral (k) esfe descrescltor g

convergent care Fe0, atuncl grul de fp Euler-foachimescy definit de funcia f 5
e girul [a ) | E5I¢ COMVEFZERT.

Tn hecrdrile [21.137 51 [5] sunt aboedate diferite girri de tip Buler-Toach imasea
prin e se peneraluees = sir] constanted lui Euler sau sirul hin A G Toaciimnesen,
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In demonstratiile care urmears vorm wliliza urmdtoarsle inegalitdg valabile
pentru orice functie  h:job] - B denvabild s convexd pe [ab] (a se wvedea [T])x

) [:r-h"!l o hf.tj::." h!r:]-rh:h]
' 2

unde megalitijile sunt stricte dacd h este strict convexi.
D¢ ascmenes dacd h este concava pe [a,b], atung:

b
. AT hid)-hih)
(3 h m]a—m—- Al de o L a0
unde incgalititile sunt smicte dacd b este stnci concava
Propozitia 1. Dacii functia (R, - B este de doud on derivabili, convexd

pe R' cu limfx)=0, smul (r), , estecrescdtor s convergent catre v >0 far

E

sirul Culer-loachimescu  (x ), definit de fsi de (@), estc convergent co

limx -xFK, aiunc:

o

{4} X -Xs

r"'gﬂ“], (¥)meNT

Demonsiragie.  Consideram  ginul  (u),.,, #, %, =

lim o =x. Ohservam ca:
r_n-l I.ﬁ-_u +j:. ¥ -\.lrt.ﬂn-:I
(3) e T 2 S 2 -

n+'| ﬁa_ﬂ-l-].} _I"' lﬁ: F\.I:-u
2 2 N

= d ) = eFla )=
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_tefa)rr,  fla, )
2

i"i’ﬁ,,J ffﬂ. )

f " £ (x) dr

f fx) ke, (Vne N

Dedarece [ esie convexd rerults cA:
g S+ Ha .
{6) lJI" “'ﬁx}dxs———_ﬂ w Aa, ':I_('v}nFN‘u
?"ﬂl ay 2

F - ]
-;_"m“’!}_ﬁ”“*'_’q - f " fix) dx = 0, {(Finch"
2 a,
Din inegalitigile (%) si (6) rezultd ¢d o, u, =0, (Vime ™' | adici sirul

()., esle crescitor. Deogrece lm ¥, =x rezults ci

ERL

# s X [Vne WY oeex ﬁ

¥
(T X =X £ f "},f":"}ﬂr:ﬂ'

Ddaca giml (r,), . are proprietatca ci Fp=r=0,(W)me™' adic este constant,
atunct a =a +r (VinsN' ceeacc arati ci (d,),,, este o progresic anitmetic
In condifiile Propositie 1, sirul ()., este convergentla xeR si atunci relagia

(T devine:;
i8] X -Xs< ?i-__;"{ﬂ'n}, (ineN" |

Fropovitia 2. Daci fincfia # B - B este de dows ori dertvabili 51 convexd

e B ocu hmgici=0 gidaci fimefia # B R g{x)=x-f(x) este concavi

Tt

pe B, osindl (v cste descrescitor, COIVErgon! CRlrc rixirjzr girul
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Euler-Toachimescu (), definit de © @ de {aj , este convergent cu

hmx =x, atunct:

(5 xﬂ-xaw, I T
2a_+r

Demonstrafie. Consideram ginul

reayfe) _  7oafia)

v LR en lmw =x
ezl m n [ n .
3
2a +r, a +a, | St
Cihservam ca:
oot Ao a3 rora fla)
(10 v v =z X == i N 4 A, L il
”l'll] +"‘Trrl..'-: Hﬂ+ar|1]

Fun G Tl ra,fla)

- +
4:d.ﬂ-i u.ll ﬂml

Fﬂ +] -ilr{.a: ] -:I

m]

_Fiitd, ) w4, fla)
a

mel

L"‘r{ﬂ:x}dr {WyneN"

+ -
s Rl ¥

[ continuare vom ardla i

Fam '"m:'ﬂﬂ.u-l} LR ¢ 'f{”n-h"
=
d, +f l‘ﬂni‘l I:-‘.N:J.I::J-'ri

Ly AT ime "

Inegalitaten (11) este echivalenti cu:

uﬁ+2fan 1-'”:.'n-ll:I ':‘uu-ll:-ull'l g E'Illlzl.'.":l * m”r Pl

"ﬂn-i ﬂn'l+ﬂn'1 ﬂﬂ Ell:?i:l-'l-"'l-'rnﬂ a {-""I}HEH =

ard

m~a,,cd,sdy, (REN =a la v )sl@ o f, (Vne N -

e

2 2 1
" L] : ", . . g
=d tasrte cr sd il e, (TneMe

a=
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2 . s
uar. -'r.n'l E'uwlr.h-'.'l...']?fﬂ"r: h

ldcoarcce ., cr rerulld  cF gy g sa, r (VineN® si deci

By S0 <0, -r'f, (Wine N Cu acensta inegalitatea (11) este verificats.
Conform cu (107 i (11} avem:

“2} Forp "V, = i' -gﬂ'[l"ﬁuﬂ—l}+rn.uryf{.ﬂ_q} _j"“.ulj'[_x:] 7 |
.|'.'|'" Lﬂnrl a
g ra ladva A, )= [ fix)de =
P . e

2":“ Sin ﬂn-#l[a.—.l} : ah +; -?If'ﬂn-l}

)
L

]

- [ ey ds, () me N

Decarece £ este convexd pe R | in conformitate cu {2} avem:

ap 2

= %-L“'ﬂ*'ﬂxj de, (W e -
-rn.'..i"-[m] J-n_,, Fix)de, (F)nek*

n—lr“-lf{:}cirs-rf( J (V)me®,

Din relatiile (12} 5i (13) deducem cii;
q. 14-:| 2 |I-n II::r.'.'.-ﬂ.ﬂ.rr\:] ‘-ﬂu | -'r{'j. -'.}

W -p - 3 "L--r-ﬂﬂ:ﬂﬂ]
A ST e 2 " 2




h1l}

L5

il

: rn I( _:Efurr.l +E1:n_r| +!} Jﬂ +|:;IIH..\,.| i) a"-q] .Fﬂqll
a +d_ . 2 2 2 !

Elrﬂ -"II. E'{ﬂp}—,q'{u“]} 42 T . { T ":?"Il]_
a4 a,. 1‘- 2 . ‘Jrl 3 1)

2 -r“ . ﬁfﬂn':l +-g(ﬂ.r|=-i_.} '“" ‘uﬂﬂ
a_+d, ( 2 ‘ﬂ[ 2 }) CEARRD

Decarcee g este concavipe B | in conformitate cu (13) obtinem

{15) AV -

RI( UE"'I'.T":‘_.I] 2 g{ﬂu]-rg{aﬁi-]}
2 B

Relatiile (14) g1 (15) ne artd c& v, -v -0, (%ncH" adica (v} ., esie

descrescdtor. Deoarece  limv_=x rezultd ci

o

Foo @, fa,)

'J . (e =
_a.l’l s rrr

Ta ¥, (FINEN w1 gx

roa, (@)

flﬂj
Ea“ +F

=k —x,()nel"

Dacd gl (r) ., are proprictatea ¢ r_=r>=0 (M adici cste
constant, atunci (g}, eslc o progresic antmeticd de rafie r. In condigiile
Propozifiei 2, il (x,), | este convergent la x= B si alunci relagia {16) devine:

roa
iﬁ z2x -% (YIneN* .

n

(17}

2a_+y
Tewremi. lged r =r), (Fimel a,  =a, rr, (VincH’, funcha

. 1 i - . 'l . ¥ = H L
FRR | eqtede dowd ort derivabild & convexipe B | cu limfix)
.
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lar funcfia g R.~R] ., gix)=x-f(x) esre concavd pe R | agrunci  girud

Euler-loachimescu (x) | deffnitde f& (a) | este comvergenr la xcR &

avem refafile;

rrdyfla,) rfila)
— X -X3

(18} , (e N

a
~d tF

Demonstrajie. Observim ¢ sunt indeplinite conditiile Propozitiei | s ale
Propozijiei 2, Prin urmare sunt adevirate relatiile (8) si (17) de unde rezultd
enunful. Relapile (18) sunt echivalente cu;

7 R e

(19) <2 oLl (WinenN’
Zar @y TV
Dacdh in (19} tecem Ja Lmiti cu w-e g gnem seams ol
ra
fim ——" -« L deducem cii:

i 1.-.:rﬂ+.r' 2

(20) o FEZDE
new fla) 2
Vom prezenta In continuare unele aplicapii ale acestel leoreme, aplicarii
interesanie care se obfin prin particularizarea funcqied £

A
Al Daci [ RI-R., fix)=x #, cu peN” -{l} atunci:

FO)=p ¥ g()=x-[(x)=xF i prin wmare avem:

. = —ry1 - Lx
f-'r{-":.]' !_F-_;I: i : .I.ll'ri'r:I:w:Eﬁ}.x B ~_-_.[|: I'_:‘;"}.tf—'R:
o 4 fal
5l
Le
gm=2x g% m =1Ly peeR)

2

I
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Prin urmare, f esteconvexipe R, gesteconcaviipe R si

lim/f{x)=0. Considerind ¢ =r, (VinelM" gi a  =a +r (VineH" obtinem

A=

Fid
girul Epler-loachimeseun (x ) , o0 X =-p i a_ —r-E ] , &ir care esle

=1 P ey
. IFIII:;EJ" '
comvergenl la xc B, Conform cu (19) avem:
ra p Pl 5 o i
fl]} E.r!,,ﬂ' = ¥ {I" 22 E? {U}”Eﬁ ¢

<i deci conform cu (20) deducem cd:

(22) lim (x, -x) yal "= <.

Tracd aici considerim a =r=1. ammci @ =n iar relagile (21) s (22) devin

rEspeliv

(2%) s{x, -x) P 5 L, (VInc N’
: T e

(24) lim(x, -x) Yn = %

Relatiile (29) si (30) reprezinté rezultatele din [5].

._._-I-w:r

A2 Daci ac(tl), FR. B, f{x)=x =, atnci Fix)=

| —a

Fir) = —aex R ) = a(] +a) xRN 0 (F)xERD
54 mai ohserviam ¢i

glx)=x-f(Z)~x' * gix)y=(1-a)x 9, g {c}=—a(l -a) 5", (VxR
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e observia cd sund indeplinite conditiile tcoremei demonstrate. Prin urmare

ludnd r, =r=0, a q =@+ (F)n e MY, deducem c¢d  sirul {c,)., de tip

Euler-Toachimeseu definil de /" g1 (a4}, este convergentla xeR.

Ao deci

L]
— . | -2 5
x = a *rﬁ

] 1
" l-a at

L]

iar relagiile (19) i (20) devin respectiv:

Fri

(23) —su(x_-x)z— (VimeN®,
laﬁ_lr

(26 Tim a,” (x_ x}=%._ ()as(0,1).

Relajiile (25) 5i (26), pentru r=1, a2 - 1, reprezintii o corectare a unui
rezuitat din [3].
A} Daci in teorema demonsirati luim Fo=r=l,a, “a+l, (VincN* gi

a, =1 obfincm toate rezuliatele din [1).

Ad, Dacdi mc{l0) i FR.-R, fix)=x ™ , F{x)=m-x* din teorcma

| =m
o

1l =
demnonstrati deducem ciiginul (x), determen general x_ o men™ - Y k
=

€3te convergent Aceasia este problema C:1525 propusd In Gazeta Matematics
411994 de citre D M. Bitineju-Giurgiu,
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THE ORDER OF CONVERGENCE OF SOME EULFR-IOACHIMESCU
TYPE SEQUENCES

Absiract. In this article we establish the order of convergence of some
Enler-loachimescu type scquences defined i 4],
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